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Abstract

An effective method for reducing material, energy and costs is the technical application of optimal sizing. We
present the essence of the method and the types of technical optimization problems, which can be the following:
topology optimization, shape optimization, material optimization, geometric size optimization and
optimization of technological parameters. We present some optimization problems and their solutions.

Keywords: optimization, differential calculus, optimization methods

Kivonat

Az anyag-, energia- és a koltségek csokkentésének hatékony modszere az optimdlis méretezés miiszaki
alkalmazdasa. Bemutatjuk a modszer lényegét és a miiszaki optimalasi problémak csoportositasat, melyek a
kovetkezok lehetnek: topologiai optimdlas, alakoptimdlds, anyagoptimdalas, geometriai méretoptimdlas és
technologiai paraméterek optimdlasa. Ismertetiink néhdny optimalasi problémat és annak megoldasat.

Kulcsszavak: optimalas, differencialszamitas, optimalasi modszerek

1. BEVEZETES

Az anyag-, energia-, gyartasi ¢és iizemeltetési koltségek novekedése sziikségessé, a numerikus
modszerek fejlodése pedig lehetové tette az optimalis méretezési modszerek széleskori alkalmazasat a
miszaki gyakorlatban. E modszerek segitségével elérhetd, hogy a kiilonb6z6 konstrukciok, rendszerek stb. ne
csak kielégitsék a veliilk szemben tamasztott kdvetelményeket, hanem lehet6séget nyujtsanak a koltségek
csokkentésére is. Az optimalis méretezés elterjedésének kezdeti szakaszaban a szerkezet tomegét ill. térfogatat
igyekeztek csokkenteni, majd késoébb a problémakat a koltségek iranyabol kozelitették meg. A tomeg
csokkentésére vonatkozoéan a természetben sajatos példakat talalunk. Nevezetesen a fak agai az elagazasi
helyeken a legvastagabbak, mivel a hajlitd nyomaték ¢és a nyiroer6 értéke ott a legnagyobb. Hasonloképpen a
jégesap keresztmetszete a teljes huzoerdt felvevo keresztmetszetben a legnagyobb.

Az optimalis méretezési modszerek eredményes miiszaki alkalmazasahoz ismerni kell a matematikai
modszereket €s tisztaban kell lenni a feladat miiszaki tartalmaval. Ennek megfelelden eldszor roviden attekintjiik a
matematikai alapokat, majd kiilonb6z6 miiszaki alkalmazasokkal ismerkediink meg.

2. AZ OPTIMALAS ALTALANOS MEGFOGALMAZASA

Az optimalas érdekében el6szor meg kell valasztani azokat a paramétereket, geometriai méreteket stb.,
melyeket ismeretleneknek tekintiink. Ezen ismeretlenek alkotjak a valtozok halmazat és Osszességiiket a
kovetkezOképpen jeldljiik: x=[x1, X2, ...,Xa]T, ahol n az ismeretlenek szama. Ezt kdvetden meg kell fogalmazni
a célfiggvényt, f(x)-et, ami lehet a szerkezet tomege, térfogata, koltsége (beleértve az anyag-, gyartasi-,
iizemeltetési stb. koltségeket). A célfiiggvényhez kapcsolodoan meg kell fogalmazni azokat a feltételeket,
melyeket az adott szerkezetnek, rendszernek tizemelés soran ki kell elégitenie. A korlatozasi feltételek lehetnek
egyenlbtlenségek (gj(X)), ill. egyenldségek (hi(x)). A korlatozasok vonatkozhatnak a maximalis fesziiltségekre,
alakvaltozasokra, feliileti homérsékletre stb. A fentiekben vazolt feladat matematikailag ugy fogalmazhato
meg, hogy meg kell hatarozni a tobbvaltozos fliggvény minimumat ugy, hogy a kapott megoldas elégitse ki a
megfogalmazott korlatozasi feltételeket:
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min f(x)
0<gj(x), j=1.2,...,m; (1)
0=hj(x), j=mtl,....p.

A fenti fiiggvények lehetnek linearisak, nem linearisak ill. specialis tipusuak. Eléfordul, hogy
hianyoznak az egyenldéségi ill. az egyenl6tlenségi korlatozasok, vagy mindkettd. A valtozok szama tetszoleges
lehet. Ennek megfeleléen kiilonb6zé optimalasi feladatokkal allunk szemben, melyek megoldasa sokszor
nehézségekbe iitkdzik. A matematikai optimalasi modszerek 1ényegében az (1) alatt megfogalmazott feladat
megoldasahoz kapcsolodnak.

3. A DIFFERENCIAL SZAMITASON ALAPULO MODSZEREK

E moédszert Newton (1643-1727) és Leibniz (1646-1716) alapozta meg. Ok egymastol fiiggetleniil
egyidejiileg dolgoztak ki a differencialszamitas alapjait. Ezaltal lehet6ség nyilt a korlatozasok nélkiili egy- ill.
tobbvaltozos fliiggvények szélsértékének meghatarozasara és szamos egyszeriibb optimalasi probléma
megoldasara. Koziilik egy olyan szemléletes feladatot mutatunk be, ami segiti az optimalas 1ényegének
megértését.

Feladatunk, hogy egy A4-es lap (210x297 mm) minden sarkabol vagjunk ki egy x «x méretii négyzetlapot,
majd a megmaradt sikidombol az oldalak felhajtasaval készitsiink egy nyitott dobozt (1. dbra). Lathato, hogy
végtelen sok megoldas 1étezik, de feladatunk az, hogy a doboz térfogata (V) legyen maximalis [1]. térfogat

(x)=(297-2x)(210-2x)x=4x3-1014x2+62370x. )
Ax 0
Xi : X
! :
I' |
\ I
1 ! =~
i | o
| | ™~
I |
I I
’ i
X! X
g Pi—"
210

1. abra. A doboz teritéke

Koénnyen belathato, hogy a V(x) fiiggvény maximumdnak helye megegyezik az f(x) =V(x) fliggvény
minimumanak értékével. A szélsdértek (minimum) létezésének sziikséges feltétele, hogy az f(x) fiiggvény
derivéltja legyen zérus

£ (x)=-12x*+2028x-62370=0.

A masodfoku egyenlet megoldasa révén két értéket kapunk: x,=40,423 mm; x,=128,577 mm. Az
eredményekbdl lathatd, hogy gyakorlatilag csak az x; méreti kivagas valdsithatd meg. (A fiiggvény
derivaltjanak vizsgalataval ellendrizhetd, hogy valdban létezik szEls6érték). Az x; értéknek a V(x) fliggvénybe
helyettesitése utdn megkapjuk a doboz maximalis térfogatat Vimex = 1128495,1 mm’.

4. AZ OPTIMALAS MUSZAKI ALKALMAZASAI

Az optimalis méretezés matematikai modszereinek célirdnyos alkalmazasaval elérhetd, hogy a kiillonbdzo
konstrukciok, termékek, ne csak kielégitsék a velilk szemben tamasztott mliszaki kdvetelményeket, hanem
egyuttal gazdasagosak is legyenek. Az optimalis méretezés 6t alapvetd teriilete a topoldgiai optimalas, az alak-
optimalas, az méretoptimalas, az anyagoptimalas és a technologiai
paraméterek optimalasa.
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2. abra. Topologiai optimalds

A topologiai optimalas modszereivel a szerkezet térbeli elhelyezkedését lehet meghatarozni. Ennek
soran a rendelkezésre 4allo teret ugy kell kitdlteni a megfeleld szerkezeti elemekkel, hogy a konstrukcio
valamilyen szempontbol optimalis legyen. A topoldgiai optimalast szerkezeti elrendezés optimaldsra €s
altalanos alakoptimalasra lehet bontani. Az elrendezés optimalas altalaban a racsos szerkezetekre jellemzo, A
végeselemes bazison alapul6 topologiai optimalas a 80-as évek kezdetén indult meg. A topologiai optimalas
lehet6vé teszi a tervezési folyamat leroviditését. A topologiai optimalas a szerkezetoptimalds bonyolult és
gyorsan fejlodo teriilet.

3. &bra Az alakoptimalds

Az alakoptimdlas célja, hogy segitségével meghatarozzuk egy adott szerkezeti elemnek a
kovetelményekhez igazodo6 optimalis alakjat (pl. a jégesap keresztmetszete igazodik a fellépd huzderéhdz). Az
alakoptimalas kezdetén definialni kell a kiindulé geometriat. A geometria megadasa tobbféleképpen
lehetséges: torténhet egy Osszetett optimald programrendszer segitségével, vagy a topoldgiai optimalas
eredményeként adodik az alakoptimalashoz sziikséges kiinduld geometria. Ennek megfelel6en a topologiai és
az alakoptimalas gyakran nem kiiloniil el egymastol, hanem egységes tervezési folyamatot alkot. A kiindulo
geometria adodhat még valamilyen CAD-program segitségével is, majd ennek felhasznalasaval jon 1étre az
optimalis alak. Szamos esetben valamilyen fiiggvénnyel is leirhaté a kiinduld geometria vagy definialni kell
azt a teret, melybdl az optimalas kiindul.

Az optimalis méretezés kezdeti szakaszdban foként a geometriai méretek optimdldasaval kapcsolatos
problémakat oldottak meg. Valamely keresztmetszet vagy szerkezet geometriai méreteit gy igyekeztek
csokkenteni, hogy annak tomege vagy koltsége minimalis legyen. A geometriai méretek optimalasaval szamos
esetben jelentds anyag ill. koltségmegtakaritast értek el.
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4. abra. Geometriai méretek optimdalasa

Az anyagoptimdlas célja az anyag szerkezeti felépitésének modositasa ugy, hogy kielégitse a vele szemben
tamasztott kovetelményeket. A kompozit és szalerGsitéses anyagok kivald lehetdséget nytjtanak a szerkezeti
felépités optimalasara. A szalerdsitéses anyagoknal példaul a szalak térbeli elrendezésének valtoztatasaval
lehet a szerkezet tulajdonsagait modositani.
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5. abra. Az anyagoptimdlas

Technologia paraméterek optimalasa alapvetden a folyamatokra jellemzé paraméterek (homérséklet,
nyomas, aramlasi sebességek stb.) optimalasat jelenti. A 6. abran egy egyenaramu hdcseréld ellenaramuiva
alakitasanak lehetséges modellje lathato.

(@
@

U

6. abra. Technologia paraméterek optimalasa (hdocserélo)

A megfogalmazott szempontok mellett, Iéteznek olyan konstrukcios megoldasok, melyek
gazdasagosabb anyagkihasznalast tesznek lehetévé (7. dbra) és igy novelhetd a szerkezet teherbirasa. Az dbran
lathatod egy & x h keresztmetszetli csuklos kéttamaszu tartot kozépen F erd terheli. A tartd igénybevétele
hajlitds €és nyiras (az utobbit elhanyagoljuk). A hajlitasbol a tarté kdzepén, a szélsd szalban Gma=Mir/K
fesziiltség ébred, ahol, M) a hajlitd nyomaték, K a keresztmetszeti tényez0. A tartd anyaganak jobb
kihasznalasa érdekében megkivanjuk, hogy a széls6 szalban a maximalis fesziiltség éppen az anyag
megengedett fesziiltségével (om) legyen egyenld. Ezt az esetet tekintjiik kiindulasi allapotnak.
Amennyiben a keresztmeszet teriiletét valtozatlannak tekintjiikk, de az alakjat valtoztatjuk. akkor a

keresztmetszeti tényezd novekszik és ezaltal nd a teherbiras (. /. tdbldazat).
F
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7. abra. A teherbiras novekedése a keresztmetszet alakjanak valtoztatasaval

A tart6 teherbirasanak novekedése a keresztmetszet alakjanak valtoztatasakor 1. tablazat
Teherbiras novekedés
Keresztmetszet P . ,
az elso valtozathoz viszonyitva
elso valtozat 1
masodik 2,378
harmadik 2,795
negyedik 3,533

A fenti példa mutatja, hogy a mechanikai ismeretekre alapozva el lehet émi az anyag jobb kihasznalasat és
ezaltal gazdasagosabb szerkezetet kapunk. Ha e gondolatmenetet tovabb folytatjuk, akkor eljutunk az
egyenszilardsagu tartokhoz, melyeket kiilonbdzo terhelések esetén bizonyos értelemben ,,optimalis” alakura
tervezhetiink.
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A kovetkezo fejezetrészben attekintjiik, hogy a miiszaki optimalasi problémat miként lehet altalanosan
megfogalmazni.

5. A SZERKEZETOTIMALAS FELOSZTASA

A szerkezetoptimalast az Uin. szerkezetszintézist harom 6 szakaszra bonthatjuk.
1. A mérnoki-tervezdi elokeszito fazis (analizis):

» az anyagok, a szerkezettipus, a gyartastechnologia megvalasztasa; a korlatozasi (méretezési)
feltételek megfogalmazasa a kutatasi eredmények és eldirasok alapjan; a célfiiggvény felépitése.

2. Matematikai munkafazis:
* a celfliiggvény minimumanak meghatarozasa a korlatozasi feltételek figyelembevételével.
3. Mérndki-tervezdi értékeld, feldolgozo fazis:
+ érzékenység vizsgalat, méretezési diagramok kidolgozasa, beépités magasabb szintli rend-
szerekbe.
Az érzékenység vizsgalat azért fontos, mert az optimalas soran a kapott eredményeket gyakran
kerekiteni kell és emiatt eltériink az optimalis értékektdl. Az érzékenység vizsgalat soran meg kell vizsgalni,
hogy a célfiiggvény minimuma mennyire érzé¢keny a valtozok esetleges modositasara.

6. A SUMT MODSZER

Az optimalis méretezés SUMT modszerét (Sequential Uncponstrtaoned Minimization Technique)
el6szor hazankban a Miskolci Egyetemen Farkas Jozsef professzor urral alkalmaztuk szerkezetoptimalasi
feladatok A modern szerkezetoptimalas terén az els6 atfogd munka Schmit nevéhez fliz6dik, aki a matematikai
programozasi modszert nemlinearis egyenldtlenségi korlatozasok esetén rugalmas szerkezetek méretezésére
alkalmazta bonyolult terhelési feltételek mellett. Ki kell emelni még azt is, hogy ez a targyalasmad 1 tervezési
filozofiat honositott meg a mémdki gyakorlatban és hozzajarult ahhoz, hogy a végeselemes analizis és a
nemlinedris programozas meghonosodjon az automatizalt optimalis méretezésben. A nemlinearis optimalas
erdteljes fejlodésnek indult amikor Caroll tanulméanya alapjan Fiacco és McCormick [2] kifejlesztette a
szekvencialis feltétel nélkiili minimalas mddszerét (a SUMT-modszert). Lényege, hogy az (1) alatti feltételes
sz€élsoérték feladatot egy P(x,r) fliggvény sorozatos feltétel nélkiili sz€élséérték feladataira alakitotta at.

P(x.) = f(0) 1, Tlng,(0+r" X fminf0.h, )], 3)

ahol az ry paraméter kezd6 értékétol (r1-tol), illetve csokkenésének mértékétdl fiigg a konvergencia sebessége.
Az 1 értéke a szamitas soran monoton csokken

r>1...>0;  rnei=nde; el 4)
ahol ¢ allando.
lim{min P(x,7,)]=min f(x). (5)
1, —0

Kimutathat6, hogy ri—0 esetén a feltétel nélkiili fiiggvényminimumok sorozata az eredeti f(x) fliggvény
feltételes szélsoértékéhez tart.

7. HEURISZTIKUS ALGORITMUSOK

A heurisztikus algoritmusok miikddési elve valamilyen természeti jelenség megfigyelésén alapszik. A
kiilonbozo él61ények adott helyzetben vald viselkedésébdl kiindulva dolgoztak ki az algoritmusokat. Koziilitk
most néhanyat ismertetiink [3].

A Particle Swarm algoritmust (PSO) 1995-ben dolgoztak ki és az egyik legigéretesebb metaheurisztikus
optimalé algoritmus. Mkodését a madar és halrajok taplalékkeres6 mozgasanak leirasa Osztondzte. A
mikddés véletlenszerii kiindulasi pontokban elhelyezkedd adott szamu részecske létrehozasaval indul. A
részecskék a problématérben az egyre jobb megoldast eredményezd helyek felé mozognak és a csapatot a
legjobb egyedek vezetik. A baktériumok taplalkozasan alapulé algoritmust (Bacterial Foraging — BA) eldszor
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2002-ben irtak le és az un. rajintelligencia elvén miikodik. A rajintelligencia modszerek k6zos tulajdonsaga,
hogy nagyszamii homogén egyed viselkedésmintait masoljak. Az alapelv szerint lehetséges, hogy egy
individualis egyed nem képes megoldani az adott feladatot, azonban, ha nagyszamu egyed csoportot alkot,
akkor a csoport kollektiv intelligencidja elég lehet a feladat sikeres megoldasdhoz. A Firefly (FF) vagy
szentjanosbogar algoritmust 2009-ben dolgoztak ki. Miikodési elve a szentjanosbogar-féléktdl szarmazik,
mely rovarok specialis fénykibocsatasuk segitségével talaljak meg egymast. Minél jobb megoldast talal az
egyed, annal er0sebb fényt bocsat ki, ami az adott teriiletre vonzza a csoport tobbi tagjat. A hangyakolonia
(Ant Colony) algoritmus a hangyakoloniak taplalkozasanak megfigyelésén ¢€s leirasan alapszik. A
rendszertelen Gtvonal keresés a taplalék megtalaasa utdn a feronom nyomok lerakdsa kovetkeztében
rendszerezetté valik.

OSSZEFOGLALAS

Bemutattuk az optimalis méretezés altalanos megfogalmazasat, majd a differencidl szamitasan alapulo
optimalas lehet6ségé, Ezt koveten ismertettiik a miiszaki optimalasi feladatokat. Targyaltuk a hazankban
el6szor alkalmazott nemlinearis optimalasi modszert és kitétiink a heurisztikus algoritmusokra.
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