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Abstract

The paper briefly summarizes the structure of hierarchical shell finite elements and presents computational
results for a rotationally symmetric shell structure.
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Kivonat
A cikk roviden osszefoglalja a hierarchikus héj végeselemek felépitéset, tovabba egy forgas-héjszerkezetre
vonatkozo szamitasi eredmenyeket mutat be.
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1. BEVEZETES

A p-verzios végeselemek felhasznalasaval linearisan rugalmas anyagi térbeli rad alaka testek
hierarchikus modellezésére lattunk példat az [1,2] munkakban. Az u elmozdulasmezot a keresztmetszetbeli
¢s a hosszmenti lefutast jellemz6 fliggvények szorzatdval kozelitjiik:

u=u(x,y,5) = U(x, »)y(s) = U(x, »){G(s)q + D(s)a} (D

ahol U(x,y) a Pascal haromszog szerint rendezett hatvanyfiiggvényeket (irdnyfiiggvénynek nevezziik)
tartalmaz6 matrix, y(s) a p-verziods végeselem technika szerint kdzelitett Un. mezdfiiggvényeket tartalmazo
vektor. A modelleket a potencidlis energia minimuma elv feltételébdl vezettilk le. A modellt az (x,y,s)
gorbevonalu koordinatarendszerben definidljuk. Az x és az y tengelyek a keresztmetszet fétengelyeivel esnek
egybe, s a kozépvonal mentén mért ivhossz. Itt G(s), ®(s) approximaciés matrixok, q a csomodponti
altalanositott elmozdulasvektor, a a potlolagos allandok vektora. Az U(x, y) -ba foglalt polinomok szamatol
fiiggden kiilonb6zo hierarchiaju modellt lehetett képezni.

Forgashéjakra vonatkozoan [3] munkaban talalunk részletes leirast a hierarchikus modell felépitésére,
szamos példan bemutatva annak hatékonysagat. A jelen cikk tovabbi példat k6zol a kialakitott modellre, azok
pontossagat koriiltekintéen elemezve.

2. GORBE PEREMU VEGESELEMEK LEKEPEZESE, MEREVSEGI
MATRIX ELOALLITASANAK FOBB LEPESEI

Mivel p-verzioju [4,5] elemeket fogunk hasznalni, a vizsgalt testek geometriajanak preciz leképezése
rendkiviil fontos. Vizsgaljuk az 1. dbran vazolt forgasszimmetrikus test meridianjanak egy végeselemét,
aminek az elsé és a harmadik oldala koriv alakd. A korok sugarai 7 , és r, ,. Bevezetve az alabbi
jeloléseket: o, =(a,,+a,;)/2,a,=(a,,—, ;)/2, a helyi gorbevonall &,5 és a globalis 7,z
koordinatarendszer kozotti leképezés az alabbi [4]:

—< 1+¢ —<

1 1 1+ .
r=(n, N +7; T) cos(a, —Say),z =(r,——=+71, 4 TC) sin(a, —&a,) (2)
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1‘ W=u, e,
pe. ?Z

r e U=u, —
-— —
1. &bra. Héjelem: a) leképezes, b) héjvégeselem 1J csomokorok kozott
Legyen a globalis koordinata-rendszerbeli elmozdulds u, =Ue, +We_ , mig a helyi u, =ue, +we, .
A helyi rendszerbeli elmozdulést az alabbi alakban kozelitjiik
u MM
u, =ue, +we, Su, = M => U, (OF,©) ()
m=1

ahol U, (&) mennyiségben a szokasos alakfiiggvények szerepelnek, az F, () = (é’ )m_l (ipolt=1) tag pedig a

héj vastagsaga menti elmozdulas megoszlasaval kapcsolatos. Szamitasainkban még felhasznaltuk a Legendre
polinomokat (ipolt=0, illetve azok kombinacidjat un. d(J) fiiggvényeket (ipolt= -1) [4,5]. MM paraméter
valasztasatol fiiggden kiilonbozo szintli hierarchikus modellekhez jutunk, vagyis kiilonb6z6 tipusa héj, lemez
elmélet eredményeit tudjuk elérni, illetve meghaladni. MM a vastagsag mentén a kozelitendd polinom
fokszamat hatarozza meg. Az MM =2 ¢értéknél a Naghdi-féle héjelmélet feltételei szerint végezziik el a
szamitast. A p-verzios végeselem-modszert alkalmazva, a (3) alatti elmozdulas az alabbi alakfliiggvények és
matrixok bevezetésével

N =0.5(1-&)=N,, N,=051+&)=N,, N, 0 . N,, O
] (=)=~ ? (+e)=~, , N, =| ! AI—>J,N, | = 7 ,p=2,3,....np
N, =(0501+¢))" -0.51+¢), p=2,3,....,np f 0 Np+1
“4)
a csomoponti elmozdulasokon és a potldlagos allandokon keresztiil kozelitheto:
u MM
u, =ue, +we, >u, =[W}=ZU,,,(§)Fm(§)
m=1
i
MM q;n np-l MM q?’ R R R ﬁ;’ (5)
=S EANN T X Nar =Y d[6r 6y [+ 6y 66
m=1 J Jj=1 m=1 q,] .
a

ahol hossziranyban np-ed foka polinomokkal torténik a kozelités, az elem csomopontjait 7, J (1asd 1b. abra)
jeloli. Az 6sszegzést matrix szorzasokkal helyettesitve végezetiil a teljes elmozdulés a vizsgalt végeselem
helyi koordinata-rendszerében

L
q A N
u, =u, (&, =] G/ (&.¢) G Q) ]{ i} G (5.¢9)a ,
(2,2MM) (2,2MM) q; (2,2(np-1)MM)  (2(np—1)MM ,1)
(4MM 1)
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u=u,(£)=G"¢¢) ¢+ G (EHA . (6)

(24MM)  (AMM.1)  (2,2(np-)MM) (2(np—1)MM 1)

alakban irhato fel, ahol

G'=G'(£0)= {Gﬁ(fs,m Gi(éé“)},q” =[a" q47]. ©)
(2,2MM) (2,2MM)
GLEL) - N,FONF, 0 NF,0 NF, 0 i.iNF,0 |
Gom,. |0 N,F, O N,F, 0 N,F, 0 N,F,*..: 0 N,F,, | ®
=[N,()F, N, (§)F,,..N,(E)F,,...N,(E)F,, ]
=[GIE0) GUEL) o GlE LGl (B I > T
. N,F 0 N,F, 0 f....anme 0 an+1Fm 0
G, 0)= Lo ,m=1,...MM , )]
(2,2(mp-1) 0 N;F, O NFE, .2 0 anFm 0 anHFm
tovabba az ismeretlen elmozdulasi paraméterek
qf,T :|:um:1’szl;um:2,wm:2;“.;um:i’Wm:i;'“;um:MM’Wm:MM :|[’ ]—)J , (10)
AmT . .. .. " —
(1,2mp-1)) - [alr’alz’a2r’a2z”"’a[r’aiz”"anpfl,r’anpfl,z 7:| , m= 1”MM ’
AT _ | am=1,T Am=2T, am=i,T, ,am=MM,T
(],2(;11?—1)MM)_|:a a s.a™hsa J (11)

A (4) alatti alakfliggvényekbdl latszik, hogy a (6) alatti els6 tag az elem hossza mentén az elmozdulas
linedris, a masodik tag pedig az np-ed foku valtozasat irja le. Keresztiranyban (a héj falvastagsaga mentén)
az MM-ed foku a valtozas. MM ndvelésével a megoldas a 3D-s megoldas felé konvergal. A koordinata-

rendszerek kozotti transzformacié matrixat jeldlje T (globalis rendszerbdl helyi koordinata-rendszerbe),

T = (TLG )_1 (lokalisbol globalisba). Ennek felhasznalasaval a globalis rendszerbeli elmozdulas

U(s.¢) 6L
= =T , (€, 12
G [W(g,g)} (2(5) Su,(8,9) (12)
ezért a helyi rendszerbeli derivaltak
ou,(&,8) _ aT*(£,8) G ou,(¢,9)
2e | of u, (5,0)+T7(5,0) o &=, (13)

mig a globalis koordinata-rendszerben

U»x _ -l U,é
ol

ax &
o0& 0

a Jacobi matrixszal szamolhatok [3] J = 5 o
O o
¢ o¢

Hivatkozva [3,5] munkakra, a forgasszimmetrikus kis alakvaltozasnal az alakvaltozasi vektor és a
fesziiltségi vektor
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gr UJ O-r
gz Wz G o A O-z
£= = =B(S,0)q" +B(S.0)a, 6= =Dg (15)
g, Ulr o,
}/rz U,z + VV," Trz
alakban irhato fel, mig homogén, izotrop anyagnal az anyagallandék matrixa:
[1-v v v i
z v 1-v v
= - _ , 16
A+v)(1-2v) 1% v 1-v 0 (16)
0 0 0 1-2v
L 2 ]
Itt E - Young modulus, v - Poisson tényez0, illetve a merevségi matrix az alabbi formula szerinti
+1 +1 . .
K=[ [ (BB DBES)BE.Q)) detT dé dS (17)
-1 -1
Az 1, sugart feliileten a p, intenzitdsu nyomasbol
+1 R
f=[ (G GE ) po2rr detd, dé (18)
-1
redukalt terhelési vektor szamolhato. Itt detd,. =r_,a,, p°’ = p,[cosa sina],r=r_,cosa.
3. FORGASHEJRA VONATKOZO SZAMPELDA
400r
~ ) 350+
L D 2 @) _
T oo Q- \(@
Tb ’\
907 NN 250~
187.5 62.5 |i E
- £ 200+
. | N
o @llz 150+ s
E 100+
50 B ===
0 Llsy = % 100 200 300 400 500
R, =250 | r [mm]
a) b)

2. abra. Hengeres tartaly lezaro része: a) geometria (b=40mm); b) végeselemes felosztais

Vizsgaljuk a 2. abran vazolt rugalmas hengeres tartaly fels6 részét, ami vastagfaltn héjnak tekinthetd.
Rugalmassagi tényez6: E =210GPa, Poisson tényezd v =0,3. Terhelés p=p, =5,0 MPa bels6 nyomas. A
tartaly also feliiletén a z tengelyiranya elmozdulds zérus. Hasonld szerkezetek vizsgalata talalhatdé meg
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vékonyhéj elméletet hasznalva a [5,6] cikkekben p verzids szamitassal. Jelen tanulmanyban 17 db
hierarchikus végeselemmel végeztiik el a szamitasokat (lasd 2b. abra), ipolt=0 valasztassal. Jelenleg, csak az
np=6, MM=8 paraméterek melletti konvergencia feltételeket kielégité eredményeket kdzoljiik a 4-7 abrakon
1évo elmozdulasok és fesziiltségek megoszlasait abrazolva a héj belso és kiilso feliiletén 1€vo, a Lobatto
integralasi pontokban kiszamoltak segitségével. Jol latszik, hogy a fesziiltségi peremfeltételek kielégiilnek

(lasd 5 és a 6. o_,0, abrait). A kettds o pontok kozott a toruszon (lekerekitésen) ébredd fesziiltségek

erdteljes valtozasa figyelhetd meg. A redukalt fesziiltség maximuma is a toruszon van. Az ABAQUS
programrendszerben [7] is modelleztiik a feladatot SAXS elemtipust hasznalva, mely 8 csomoponti
tengelyszimmetrikus elemet jelent. A felvett elemek szama 848, ismeretlenek szdma: 5546. A kereskedelmi
szoftverben alkalmazott s-verzios felosztast a 3. abra mutatja meg. A kapott eredmények az 4-7. dbrakon
lathatok ’....” ill. ’-.-* szimbolummal jelolt gérbék révén.

Az altalunk hasznal hierarchikus végeselem-modelliinkben np=6, MM= 8 esetén, 17 elem és 18
csomopont felvételével 1640 ismeretlen van a feladatban, azaz harmad részel kevesebb ismeretlennel is
konvergens megoldast tudtunk biztositani.

ODB: tartalytenekdd.odb  Abaqus/Standard 6.13-4  Fri Feb 20 09:30:06 CET 2026

Y

1 Step: InnerPres, Inner Pressure p=5MPa

a— Inggement  1: Step Time = 1.000

3. abra. ABAQUS programmal torténd szamitds végeselemes felosztdsi haldja

urdisplacement

0.04

_-~_ u (inner) ABAQUS : . u, (inner) ABAQUS .
e \ u, (external) ABAQUS - u, (external) ABAQUS :- . -
0.03} g 0.25¢ u, (inner) : —
u, (external) :- -
0.02f 0.2p p,=5 MPa

= 0.01F = 0.15f
£ E
=5 of " oaf
-0.01} 0.05f
p,=5 MPa
_0.02) thickness=40 mm ok T
-0.03 -0.05

0 100 200 300 400
s

600

u, displacement

thickness=40 mm

100 200 300 400 500 600

4. abra. Radialis és fiiggoleges elmozdulas a héj belso és kiilso feliiletén, s a kozépvonalon mért ivhossz
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o, stress T, stress
10015 {inner) ABAQUS -... ' ' ; 80 inner) ABAQUS .. ' ' ‘
o, (external) ABAQUS - o0 T (Bxtemal) ABAQUS .. -
ol . bt i T }lnner) ‘= /N
a, (inner) : - 1 T (external) \—= -/ \
- / 10p ™ !
o, (external) - - { / \
60} / / \
p,=5 MPa f L ¥
thickness=40 mm f | /
w 40t / = 0] p,=5MPa \ /
= / S Ll \ |
= / =, 200 thickness=40 mm | /
o 201 { et ! |
/ =30 | [
{ | f
/ ~40 Loof
of——-——- /
A / \ ."J
\\ I =501 I'\ j
-20f o \
S -60} W/
440 - - - - - _70 1 | 1 1 |
100 200 300 400 500 600 0 100 200 300 400 500 600
S ]
5.é4bra. o, és t_ fesziiltség megoszldsa a héj belsé és kiilso feliiletén
o, stress o, stress
120 ‘ - e ‘ - 120 . — . .
a, (inner) ABAQUS : ... _ a }mner) ABAQUS : ...
m~. o, (external) ABAQUS :- . - 100 T~ oy (external) ABAQUS - . -
100 ~ e o, (inner) : - “~ a }inner) P -
N I\ o, (external) = - sol N o (external) - -
80} . f-' \ Py=5 MPa N py=5 MPa
sol \\ ; u\ thickness=40 mm gol \\ thickness=40 mm
\ f \ \
. 40 v | = Y9 AN .
@ \ | 5 \ . st
02__'_ 20t \f \ S 200 /\(’“‘\ -
° A \ ° o N v
1 - S S s
/ N/ 20 /o
=20 / / _
N
401 -401
-60[- -60r
-80 ‘ " ‘ : x 0" 100 200 300 400 500 600
0 100 200 300 400 500 600 A
S
6. abra. o, ¢s o, fesziltség megoszlasa a héj belsd ¢s kiilsé feliiletén
o__stress
eq
120 ‘ T "6, (inner) ABAQUS :
L f“\l Ogq (external) ABAQUS :— .
. ,ff \\
100 By / : .
| ljf ‘-.‘ O, (inner) : -
\ f \ Ggq (external) - —
80 L ! 1
= \ | | P=5MPa 150~
% \ ?’ | thickness=40 mm |
L |
= 60 A i = 100
g o l o
® \fe | =]
40} \/ N of S04
\.‘ \ P |
\ (o 0>
20} / 0o
5 N
v
v
o/

0 100 200 300 400 500 600
s

7. 8bra. o, redukalt fesziiltség megoszlasa

Konvergencia vizsgalatokat elvégezve, a potencialis energia és az =0 helyen a héj alsdé pontjanak
fiiggdleges elmozdulasat vizsgalva a 8. abra az np, illetve az MM paraméter fliggvényében mutatja a
valtozast. Jol latszik, hogy MM>4, és np>3 altal meghatarozott hierarchikus szintnél az értékek alig
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valtoznak, pl. np=4, MM=5 nél 11, =-63884 Nmm, u, =0,262058 mm a kapott érték, mig np=6, MM=8
nal Hp =-63890 Nmm, u_=0,262086 mm .

0.264
0.262

0.26-

u_ [mm]

z

0.258-

0.256
3

8. abra. Konvergencia feliiletek
a) potencialis energia, b) u_=u_(r =0,z =292,5)
fiiggdleges elmozdulas szamara

A szamitas josagat az is hangstlyozza, hogy a hengeres részben a o, fesziiltség ereddje meg kell,
hogy egyezzék a tartaly belsd részén hatd p, nyomasbol szarmazd F, = p, (R, —b/2)’ 7 =830951,2799 N
fiiggbleges eredd erdvel. A 15. elemnél szamitott értek F_(np =6, MM =8)=830951,2964 N gyakorlatilag

azonos. Az is egy fontos eredmény, hogy MM=2,3-ndl kapott a héjban ébredd hossziranyn o, =S,
fesziiltségek, alig kiillonboznek az MM=8 nal kapottakkal Osszehasonlitva (lasd 9. abra). Ez azt is
alatamasztja, hogy az ismert héjelméletek jol kozelitik a héjszerkezet mechanikai allapotanak f6bb
jellemzdit. Konkrétan MM=2,3,4,8 sorendjének megfeleléen o, =-87,4341; -77,2451; -78,9747; -78,5528
MPa. Mivel MM=2 nél a falvastagsag mentén az elmozdulas valtozasa linearis, és a jelen héjnal (a hengeres
szakaszt nézve b/ R,=0.16, azaz nem tekintheté vékonynak), a jobb eredmény csak az MM=3 értéktdl
kezdédden érzékelhetd, amit a 9. dbra is mutat. A hengeres szakasz végén o, fesziiltségeket szemlélve az

alacsonyszintli modellek nagyon jol kozelitik az MM=8 szinten kapott eredményeket (10. abra). Mivel kozel
vagyunk a membran allapothoz a kazanformula is jo kozelitést szolgaltat o, (kazan) = R,p, / b=31,25 MPa.

Koriranyt fesziiltségek MPa-ban a henger z=0 metszetében 1. tablazat
MM o,(r=R,-b/2,z=0) o,(r=R;,z=0) o,(r=R,+b/2,z=0)
2 34,081 30,909 28,485
3 33,242 30,904 29,502
4 33,124 30,927 29,278
8 33,077 30,927 29,318

Osszevetve eredményeinket az ABAQUS végeselem-program eredményeivel, igen jO egyezést
talaltunk. A héjmodelliink szdmitasanal bizonyitottuk numerikusan, hogy megoldasunk a hierarchikus szint
emelésével konvergal. Elonye a hasznalt modellnek, hogy kevés ismeretlennel is megbizhatd megoldas
¢rhetd el. Ha a szerkezet szingularis fesziiltséggytijté helyekkel rendelkezik, akkor modelliink [3] mar nem
képes ezeket jol megkozeliteni. Ezekben az esetekben a pontosabb eredményekhez a hierarchikus szamitas,
modellezés helyett célszerlibb a 3D-s végeselem, konvergenciat is bizonyitd, programok hasznalata.
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Construction at shell-end, Tangential stress on shell surfaces, np=6, MM=2

Construction at shell-end, Tangential stress on shell surfaces, np=8, MM=3

150 T T -
S, (inner) : - 150 T T ™S, (inner] -
S, (midle) - - ur
AN S, (external) :- - /-\ S, (midle) - -
100 > /\ p,=5 MPa 100l-~ ;,f \ 8, (external) :- -
\‘\ / . thickness=40 mm A I \ pq=5 MFa
N i S, { Y thickness=40 mm
50 b ?L \‘ ! %
— v \ | . / \
= " ;”f = 50 N / \\
= v b o \
= Lo /'ie JRESHN VE no St 37 = -/ e
%) Vo L —— E I T W TR -7:_:_:::—:
0 /o % W ol ) , —
/'/ 8, s ”o\ X
-50 -50f
~100, 100 200 300 400 500 600 -100 ‘ x x : x
s 0 100 200 300 400 500 600
s
Construction at shell-end, Tangential stress on shell surfaces, np=6, MiM=8
150 : ‘ S mAeT= .
S, (midle) :— -
) _/\ S, (external) :- -
100f "~ / \ py=5 MPa
~ A\
*\ ’." Y thickness=40 mm
—~ 50 \\ f
o \
S e Nt Nt s R
(%) 0 / : -
\Q
50 -
71000 100 200 300 400 500 600
s
9. abra. A héjszerkezetben ébredd hossziranyu fesziiltségek a héj
belso-, kozép- és kiilso feliiletén MM=2,3,8 esetén
Stresses at shell-end, np=8, MM=2 Stresses at shell-end, np=6, MM=3
150 —— T T T T 120 T T - T T T
[ ((mner) :B o {inner) :H
o, (external) - — T o (external) - -
- p.f% L?Hla 100 - p,=5 MPa
~. thickness=40 mm S g
100 - B0 N thickness=40 mm
" 60 "
Y \\
hY
— 90 . 40 .
[o] o o] e
o K I o Y =TT T
: Y N s N~
6" \ - 5 ¢ N
0 ERN > 0 [N .
N .~ =3 ’ /‘ - | <
-20
-50 -40
) -60
-100 - - - - - _goE= ; ; ; ; ;
0 100 200 300 400 500 600 0 100 200 300 400 500 600
s s

10. abra. A héjszerkezetben ébredo koriranyu fesziiltségek a héj
belso-, kiilso feliiletén MM=2,3 esetén
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