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Abstract
A wide range of different methods is available for the control of permanent magnet electric machines. This study
deals with the investigation of a modern, optimal control method, the so-called linear quadratic regulator (LQR).
The aim is to determine the appropriate parameters of the given control method analytically, therefore reducing
the computational demands resulting from the often necessary iterative methods and optimization algorithms. A
further aim is to investigate the boundaries of achievable system characteristics.
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Kivonat
Állandó mágneses villamos gépek szabályozása során a különféle szabályozási módszerek széles skálája érhető
el. Jelen tanulmány egy modern, optimális irányítási módszer, az ún. lineáris kvadratikus szabályozó (LQR)
vizsgálatával foglalkozik. A cél ezen szabályozási módszer megfelelő paramétereinek analitikus meghatározása,
így csökkentve a sok esetben szükséges iteratív módszerekből és optimalizációs algoritmusokból adódó számítási
igényeket. További cél a megvalósítható minőségi jellemzők határainak feltérképezése is.
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1. BEVEZETÉS

Villamos gépek szabályozása esetén a klasszikus, műszaki gyakorlatban széles körben alkalmazott
eljárások mellet bevett gyakorlat az állapotvisszacsatoláson alapuló szabályozási sémák használata is. Az
állapotvisszacsatolás tervezése során különféle stratégiák alkalmazhatóak, melyek lehetnek optimális, illetve
robusztus tervezési stratégiák, mint az LQR [1] vagy a H∞ [2, 3] módszerek. Az ún. lineáris kvadratikus
szabályozó (LQR, Linear Quadratic Regulator) egy gyakran alkalmazott tervezési eljárás lineáris rendszerek
esetén. Ezen optimális szabályozási módszer során a cél egy megfelelő költségfüggvény minimalizálása és ezúton
a szabályozási paraméterek meghatározása. A módszer képes stabil viselkedést mutatni kisebb bizonytalanságok,
modellpontatlanságok esetén is, illetve a különböző súlymátrixok lehetővé teszik az állapotok és a bemenetek
közti prioritás rögzítését is. Ennek megfelelően a tervezés során beállítható a bemenet hatásának mértéke, illetve
az, hogy egyes állapotok referenciától való eltérése mekkora mértékben kerül büntetésre [4]. Ezen mátrixok
paramétereinek meghatározása azonban jelentős kihívást eredményezhet, így sokszor szükségessé válhat további
optimalizációs módszerek alkalmazása is [5]. A tervezés nehézségeinek ellenére az LQ szabályozás gyakran
felhasználásra kerül villamos hajtások szabályozása esetén [6, 7], vagy akár az űrtechnológiai alkalmazásokban
is [8].

A tanulmány során egy állandó mágneses villamos gép optimális irányításának tervezése kerül bemutatásra,
az LQR módszer paramétereinek analitikus meghatározásán keresztül. Mivel a villamos hajtások esetén kiemelten
fontos a megfelelő minőségi jellemzők beállítása és adott korlátok között tartása, így vizsgálatra kerülnek a
megvalósítható minőségi jellemzők is. Feltérképezésre kerülnek ezen paraméterek lehetséges tartományai,
illetve a súlymátrixok meghatározása esetén elterjedt ún. Bryson-szabály alkalmazásának korlátai is.
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2. AZ LQR STRATÉGIA
Különböző villamos hajtások esetén az ún. lineáris kvadratikus szabályozó (LQR, Linear Quadratic

Regulator) egy gyakran alkalmazott módja a szabályozás tervezésének. Mivel az LQ szabályozás egy optimális
szabályozási stratégia, így a szabályozási törvény meghatározása esetén a cél egy adott költségfüggvény
minimalizálása.

A szabályozni kívánt lineáris, időinvariáns rendszerek az alábbi
ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t), y(t) = Cx(t) (1)

alakban írhatók fel, ahol x(t), y(t) és u(t) vektorok tartalmazzák az állapotváltozókat, kimeneteket, illetve
bemeneteket, A a rendszermátrix, B a bemeneti mátrix, illetve C a kimeneti mátrix. A szabályozás tervezésének
feltétele, hogy a rendszer állapotirányítható legyen, melynek kritériumát a Kálmán-féle rangfeltétel adja meg [9],
miszerint egy rendszer akkor irányítható, ha az ún. irányíthatósági mátrix rangja megegyezik az n állapotváltozók
számával. Felírható a bemenetet meghatározó szabályozási törvény

u(t) = Nr(t) − Kx(t), (2)
ahol r(t) a referenciajel, K a szabályozási paramétereket tartalmazó mátrix és N a statikus alapjelkompenzációt
megvalósító mátrix. A szabályozás tervezése során a cél ezen szabályozási törvény olyan módon való
meghatározása, hogy egy adott költségfüggvényt minimalizáljon.

Az LQ szabályozás tervezése során alkalmazott, minimalizálni kívánt költségfüggvény számos variációban
létezik [10], az ún. végtelen horizontú LQR esetén a költségfüggvény az alábbi

J =
∫ ∞

0
x⊤Qx + u⊤Ru dt (3)

alakban írható fel [11]. A költségfüggvényben szereplő Q, illetve R mátrixok segítségével határozható meg az
állapotok és a bemenetek közötti prioritás. A Q súlymátrix szimmetrikus és pozitív szemidefinit (Q = Q⊤ ⪰ 0),
az állapotváltozók referenciától való eltérését bünteti, tehát ha elemei nagyobbak, kisebb hiba esetén is nagy
mértékben nő a költségfüggvény értéke. A Q mátrix gyakran diagonális, azaz

Q = diag (q1, q2, . . . , qn), (4)
ahol n az állapotváltozók száma. Az R = R⊤ ≻ 0, szimmetrikus, pozitív definit súlymátrix ezzel szemben a
bemeneteket súlyozza, tehát ha R elemei nagyobbak, akkor a bemenetek hatása csak kisebb mértékben képes
érvényesülni [12]. A felírt költségfüggvény átalakításával megkapható a megfelelő szabályozási törvény, az

u = −R−1B⊤P x (5)
alakban. Látható, hogy a szabályozási paraméterek megválasztását követően a szabályozási feladat, mint
állapotvisszacsatoláson alapuló szabályozás valósítható meg, ha a szabályozási paramétereket tartalmazó mátrix

K = R−1B⊤P. (6)
A P = P⊤ ⪰ 0 szimmetrikus, pozitív szemidefinit mátrix az ún. Ricatti egyenlet (CARE, Continuous-time
Algebraic Riccati Equation)

A⊤P + PA − PBR−1B⊤P + Q = 0. (7)

alapján határozható meg.

3. DC MOTOR LQ SZABÁLYOZÁSA
Az egyenáramú (DC, dirrect current) motorok széles körben kerülnek alkalmazásra, mint például az

elektromos járművekben, a háztartási készülékekben, a robotika területén, illetve a CNC vezérelt megmunkálási
technikák esetén is.

3.1. A DC motor modellje
A DC motorok rendszerint egy álló (stator) és egy forgó (rotor) részből állnak. A szükséges homogén

mágneses mezőt az álló részben található állandó mágnes biztosítja, illetve ebben a mezőben helyezkedik el a
tekercselt forgórész. Működése szempontjából a motor egy állandó mágneses mezőben forgó vezető keretként
modellezhető, melynek elvi felépítését az 1a. ábra szemlélteti.

Az egyenáramú motor működése leírható az 1b. ábrán látható helyettesítő kép segítségével, mely alapján
a motor villamos egyenlete

ube = Ri + L
di

dt
+ uind, (8)
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vezető keret
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ahol az R ellenállás és L induktivitás képes modellezni a forgórész tekercselését, a körben i időfüggő áram
folyik az ube időben változó feszültség hatására. A mágneses mezőben ω időfüggő szögsebességgel forgó vezető
keret uind = keω, szintén időben változó feszültséget indukál, ahol ke az ún. elektromos állandó, melynek értéke
az állandó mágnes pólusai között létrejövő mágneses indukciótól és a vezető keret keresztmetszetének területétől
függ. A hajtás mozgásegyenlete

J
dω

dt
= Mv − Bω (9)

ahol az Mv = kmi villamos nyomaték felelős a motor gyorsításáért, illetve km az ún. nyomatékállandó, melynek
értéke ke-hez hasonlóan az állandó mágnes pólusai között létrejövő mágneses indukciótól és a vezető keret
keresztmetszetének területétől függ. A motor tehetetlebnségi nyomatéka J és viszkózus csillapítás a B.

Amennyiben a szabályozni kívánt jellemző a szögsebesség, a DC motor állapottér modellje az alábbi
formában írható fel
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3.2. Az analitikus tervezés lehetősége
Olyan, alacsony komplexitású lineáris rendszerek esetén, mint a DC motorok, lehetséges az LQ szabályozás

analitikus módszerekkel történő tervezése is. Az állapottér modellből kiindulva (10) a súlymátrixok
Q = diag (q1, q2) és R = r, (11)

mivel az állapotváltozók száma n = 2, illetve a rendszer SISO. A (7) Ricatti egyenlet megoldásával meghatároz-
ható P mátrix, majd az állapotvisszacsatoláson alapuló szabályozáshoz szükséges szabályozási paraméterek
is (5),

K =
[

p11

Lr

p12

Lr

]
és N = Bp11 + kmp12 + L (kekm + BR) r

Lkmr
(12)

ahol p11 és p12 a P mátrix tagjai. A rendszer pólusai meghatározhatóak az ún. karakterisztikus egyenlet,
p(s) = det (sI − (A − BK)) = 0 megoldásával, illetve felírhatóak az alábbi

s1,2 = −ζωn ± ωn

√
1 − ζ2 i (13)

alakban is. A rendszerválaszt leíró paraméterek, a sajátkörfrekvencia (ωn) és relatív csillapítási tényező (ζ)
ennek megfelelően kifejezhetőek az alábbi módon

ωn =
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(14)
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az állapotváltozók referenciától való eltérését bünteti, tehát ha elemei nagyobbak, kisebb hiba esetén is nagy
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technikák esetén is.
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ahol p11 és p12 a P mátrix tagjai. A rendszer pólusai meghatározhatóak az ún. karakterisztikus egyenlet,
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alakban is. A rendszerválaszt leíró paraméterek, a sajátkörfrekvencia (ωn) és relatív csillapítási tényező (ζ)
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Látható, hogy a rendszer viselkedését a q1/r és q2/r arányok határozzák meg. A sajátkörfrekvencia értéke ezen
arányok növelésével növekszik, míg a relatív csillapítási tényező értéke q1/r növelésével nő és q2/r növelésével
csökken. Ennek megfelelően megállapítható a relatív csillapítási tényező (ζ) minimálisan elérhető

ζmin =
√

2
2 (15)

értéke. Tehát egy n = 2 állapotváltozóval rendelkező rendszer esetén az LQ szabályozás tervezése során nem
tetszőlegesen, hanem egy adott, minimális értékig választható meg a rendszer relatív csillapítási tényezője.

Amennyiben adott ωn, illetve ζ értékek megvalósítása a cél, az alábbi tervezési ajánlások vehetőek
figyelembe
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tehát a qi/r (i = 1,2) arányokra folyhat a tervezés.

3.3. A szabályozás tervezése a Bryson-szabály által
Az LQ szabályozás tervezése során egy elterjedt módszer az ún. Bryson-szabály alkalmazása. Az

ezen módszer segítségével meghatározott súlymátrixok paramétereit gyakran szükséges tovább pontosítani, így
kiegészítve a tervezést a paraméterek hangolásával, optimalizálásával [13, 14]. A módszer lényege, hogy a Q
és R mátrixok, mint diagonális mátrixok kerülnek meghatározásra, melyek főátlóbeli elemeinek értékei az xi

állapotváltozók és uj bemenetek maximális értékeinek négyzeteinek reciprokával egyeznek meg [15]. Ennek
megfelelően

qii = 1
x2

i,max
és rjj = 1

u2
j,max

, (17)

ahol qii a Q mátrix és rjj az R mátrix főátlójának értékei, illetve i = 1, 2 . . . n és j = 1, 2 . . . m az
állapotváltozók, illetve bemenetek számát jelölik. A sajátkörfrekvencia, illetve relatív csillapítási tényező értékei
ez esetben az alábbi alakban írhatók fel
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(18)

Ezen összefüggések esetén is látható ζ minimális értéke (15), azonban egy átlagos DC motor katalógusadatainak
nagyságrendjeit figyelembe véve megállapítható, hogy a Bryson-szabály által tervezett LQ szabályozás esetén a
szabályozott rendszert nagymértékű csillapítás jellemzi.

A vizsgált, Maxon gyártmányú, RE 25 típusú, 118746 azonosító számú DC motor esetén, a névleges
(nominal) értékekkel

un = 24 V, Ωn = 432,493 rad/s és in = 0,652 A (19)

számolva, ωn és ζ értékei
ωn = 430,218 rad/s és ζ = 52,5422. (20)
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4. A MEGVALÓSÍTHATÓ MINŐSÉGI JELLEMZŐK VIZSGÁLATA
Villamos hajtások esetén a megfelelő minőségi jellemzők beállítása kiemelten fontos szempontja a

szabályozás tervezésének. Ilyen minőségi jellemző lehet a százalékos túllövés

∆y = e
π ζ√

1−ζ2 , (21)

illetve a beállási idő
ts = 1

ζωn
ln

(100
α

)
, (22)

5%-os sávot feltételezve az állandósult érték körül (α = 5) [16]. Fontos megjegyezni, hogy a százalékos túllövés
abban az esetben értelmezhetőek, ha ζ ∈ [0,1] és ennek megfelelően a pólusok, s1,2 ∈ C komplex konjugált párt
alkotnak. A paraméterek kifejezhetőek a motor, illetve a szabályozás paramétereivel,

∆y = e−π
√
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Ez esetben is a qi/r (i = 1,2) arányok határozzák meg a paraméterek értékeit, q1/r növelésével a százalékos
túllövés és a beállási idő értéke csökken, míg q2/r növelésével a százalékos túllövés értéke nő, a beállási idő
értéke viszont csökken. Meghatározható ennek megfelelően a maximális túllövés és a maximális beállási idő
értéke, melyek

∆ymax = e−π és ts,min = ln
(100

α

) √
2JL

1
L (JR2 − 2kekmL) + B2L

J

. (25)

A minőségi jellemzők és a szabályozási paraméterek kapcsolatát a 2. ábra szemlélteti, ahol a narancssárga görbe
mentén ζ = 1, azaz a minőségi jellemzők értelmezhetőségének határát szemlélteti.
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2. ábra. A minőségi jellemzők és a szabályozási paraméterek közti kapcsolat

Adott minőségi jellemzők eléréséhez az alábbi tervezési ajánlások vehetőek figyelembe
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a tervezés ez esetben is a qi/r (i = 1,2) arányokra folyhat.
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Látható, hogy a rendszer viselkedését a q1/r és q2/r arányok határozzák meg. A sajátkörfrekvencia értéke ezen
arányok növelésével növekszik, míg a relatív csillapítási tényező értéke q1/r növelésével nő és q2/r növelésével
csökken. Ennek megfelelően megállapítható a relatív csillapítási tényező (ζ) minimálisan elérhető

ζmin =
√

2
2 (15)

értéke. Tehát egy n = 2 állapotváltozóval rendelkező rendszer esetén az LQ szabályozás tervezése során nem
tetszőlegesen, hanem egy adott, minimális értékig választható meg a rendszer relatív csillapítási tényezője.

Amennyiben adott ωn, illetve ζ értékek megvalósítása a cél, az alábbi tervezési ajánlások vehetőek
figyelembe
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Ezen összefüggések esetén is látható ζ minimális értéke (15), azonban egy átlagos DC motor katalógusadatainak
nagyságrendjeit figyelembe véve megállapítható, hogy a Bryson-szabály által tervezett LQ szabályozás esetén a
szabályozott rendszert nagymértékű csillapítás jellemzi.

A vizsgált, Maxon gyártmányú, RE 25 típusú, 118746 azonosító számú DC motor esetén, a névleges
(nominal) értékekkel

un = 24 V, Ωn = 432,493 rad/s és in = 0,652 A (19)
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4 EMT

XXXIV. Nemzetközi Gépészeti Találkozó

4. A MEGVALÓSÍTHATÓ MINŐSÉGI JELLEMZŐK VIZSGÁLATA
Villamos hajtások esetén a megfelelő minőségi jellemzők beállítása kiemelten fontos szempontja a
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5%-os sávot feltételezve az állandósult érték körül (α = 5) [16]. Fontos megjegyezni, hogy a százalékos túllövés
abban az esetben értelmezhetőek, ha ζ ∈ [0,1] és ennek megfelelően a pólusok, s1,2 ∈ C komplex konjugált párt
alkotnak. A paraméterek kifejezhetőek a motor, illetve a szabályozás paramétereivel,

∆y = e−π
√

2+b
2−b , ts = 2 ln

(100
α

) √
JL

a(2 + b) , (23)

ahol

a =
√

k2
m

(
k2

e + q2

r

)
+ B

(
B

q1

r
+ BR2 + 2kekmR

)
és b =

1
L

(
J q1

r + JR2 − 2kekmL
)

+ B2L
J

a
. (24)

Ez esetben is a qi/r (i = 1,2) arányok határozzák meg a paraméterek értékeit, q1/r növelésével a százalékos
túllövés és a beállási idő értéke csökken, míg q2/r növelésével a százalékos túllövés értéke nő, a beállási idő
értéke viszont csökken. Meghatározható ennek megfelelően a maximális túllövés és a maximális beállási idő
értéke, melyek
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A minőségi jellemzők és a szabályozási paraméterek kapcsolatát a 2. ábra szemlélteti, ahol a narancssárga görbe
mentén ζ = 1, azaz a minőségi jellemzők értelmezhetőségének határát szemlélteti.
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2. ábra. A minőségi jellemzők és a szabályozási paraméterek közti kapcsolat

Adott minőségi jellemzők eléréséhez az alábbi tervezési ajánlások vehetőek figyelembe
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a tervezés ez esetben is a qi/r (i = 1,2) arányokra folyhat.
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5. KONKLÚZIÓ
A tanulmány során bemutatásra került a lineáris kvadratikus szabályozási (LQR) stratégia elméleti háttere

és annak analitikus tervezési folyamata egyenáramú (DC) motorok esetén. A vizsgálat fő célja a szabályozási
paraméterek közvetlen, zárt alakú egyenletek általi meghatározása volt, amivel jelentősen csökkenthetőek az
iteratív módszerekből vagy a különböző optimalizációs algoritmusokból adódó számítási nehézségek.

A tervezés során vizsgálatra kerültek a rendszerválaszt leíró sajátkörfrekvencia (ωn), relatív csillapítási
tényező (ζ) paraméterek, illetve a százalékos túllövés (∆y) és beállási idő (ts) minőségi jellemzők is. Feltérképe-
zésre kerültek ezen felül a megvalósítható paraméterek elméleti határai is. A vizsgálatok alapján megállapítható,
hogy LQ szabályozás tervezése esetén a rendszer lehetséges viselkedése korlátozott, a módszer alsó határt szab a
csillapítottság mértékének.

Mindezen felül vizsgálatra kerültek a gyakran alkalmazott Bryson-szabály korlátai is, a módszer villa-
mos hajtások esetén kiemelkedően magas csillapítást eredményez. Végül olyan tervezési ajánlások kerültek
megfogalmazásra, amelyek segítségével megtervezhető az optimális szabályozás, illetve meghatározhatóak a
paraméterek arányaira vonatkozó feltételek, a kívánt minőségi jellemzők elérése érdekében.
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