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Abstract

In our paper, we analyze the sloshing dynamics inside an emptying container, using a time-dependent mass-spring
model. We divide the fluid into two parts: impulsive and convective zones. The equation of motion is given as
an equivalent mechanical model. Due to the variable mass, additional terms occur in the equation of motion.
Nondimensionalizing and simplifying the equation of motion, we derive a second order ODE with time-dependent
parameters. We analyze the change of sloshing frequency as a function of the liquid height and the system’s
response to different excitations. Using the Liouville-transformation and the Bellman-approximation, we provide
a closed-form, analytic approximation for the time-varying amplitude and phase of the oscillations. The results
are validated with numerical simulation.

Keywords: Sloshing dynamics, mass-spring model, emptying container, variable-coefficient ODE, resonance
passage

Kivonat

Cikkiinkben hengeres tartalyokban fellépd folyadék-lengések, lotyogés (sloshing) tomeg-rugo-csillapitds modelljét
targyaljuk tiriilés sordn, figyelembe véve a tartdalyra hato kiilsd gerjesztéseket, kiilonos figyelmet forditva a
rakétdakon hato terhelésekre. A folyadékot impulziv és konvektiv zondkra osztjuk. A mozgdsegyenletet egy
ekvivalens mechanikai rendszer egyenleteként adjuk meg, ahol a tomeg és a rugoallandok idében viltoznak az
triild folyadék miatt. A valtozo tomeg kovetkezményeként az egyenletben csillapitds-szerii tagok jelennek meg.
Az egyenletrendszer dimenziotlanitasdaval és a magasabb modusok elhanyagolasaval egy masodrendii, idében
valtozo egyiitthatojii kozonséges differencidlegyenlethez jutunk. Analizaljuk a sajatfrekvencia-folyadékmagassdag
parameter sikon a rendszer viselkedését, és a rendszer kiilonbozo gerjesztésekre adott valaszat. A Liouville-
transzformdcié és a Bellman-féle aszimptotikus alak segitségével zdart alaku, analitikus kozelitést adunk az
iddben valtozo amplitudora és fazisra. Az eredményeket numerikus szimuldaciokkal dsszevetve demonstraljuk a
kozelités pontossagat kozepes-és magas telitettségii tartalyokra.

Kulcsszavak: Lotyogés,tomeg-rugé modell,iiriilS tartdly,valtozé egyiitthatdju kozonséges differencidlegyenlet,
rezonanciadtmenet

1. BEVEZETES

A folyadék-16tyogés tartdlyokban egy gyakori jelenség, ami szdmos mérnoki problémaban megjelenik, mint
példaul tartalyhajok, tartdlykocsik, futészalagon szalitott folyadékok, vagy rakétak esetén. A folyadéklengések
frekvencidjanak, amplitudéjdnak, csillapitdsdnak az ismerete elengedhetetlen az ilyen rendszerek tervezéséhez,
vezérléséhez. Ibrahim konyvében [1] részletes Osszefoglald taldlhato a 16tyogés modellezési lehetGségeirsl. A
modellek két f6 csoportra oszthatéak: az elosztott paraméterd és a koncentralt paraméterd modellekre.

Az elosztott paraméterd modellek a folyadékot kontinuumként irjak le. Az igy kapott parcidlis differenci-
dlegyenletek leggyakoribb megoldasai mddszere a numerikus, CFD szimulédcié. Ezek a médszerek bar nagy
pontossaguak, a szamitdsok erdforrasigényesek. A koncentralt paraméterd modellek ekvivalens mechanikai
modellek hasznalnak. Az igy kapott kozonséges differencidlegyenletek erforrdsigénye joval alacsonyabb,
pontossdguk sok alkalmazdshoz megfelels, és az elosztott paraméterd modellekkel ellentétben a rendszer
viselkedésébe is nagyobb betekintést nytjtanak.

Konferenciacikkiinkben egy tomeg-rugd-csillapitds modellt szeretnénk bemutatni a 16tydgés leirasara.
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1. dbra. A folyadékok lengésének tomeg-rugo modellje

sz

Cikkiinket elsGsorban a rakéta tizemanyagtartdlyokban fellépd lengések leirdsa motivalta, ahol a tartdlyok a
rakéta mozgdsa soran folyamatosan iiriilnek. gy a modelliink figyelembe veszi a folyadékoszlop magassigdnak
véltozasat is, egy id6ben valtozo egyiitthatdju kozonséges differencidlegyenletet kapunk. Itt ezt a mozgasegyen-
letet elemezziik, vizsgaljuk a kiilonbozd gerjesztésekre adott vilaszit, illetve egy kozelitd, analitikus megoldast
is bemutatunk.

2. A LOTYOGES TOMEG-RUGO MODELLJE

Csak hengeres tartdlyokkal foglalkozunk. A tartdly geometridja a 1. dbrdn lathatd. A tartdly iiriilése miatt
a folyadékoszlop magassagat leiré H (t) fiiggvény id6fiiggd.

A tartdly egy vizszintes irdnyban hat6 erdvel van gerjesztve, a fliggéleges gyorsuldsa a,. A tartidlyban
1évS folyadék két részre oszthatd. Az alsd, impulziv zéna nem vesz részt a 16tydgésben, a tartéllyal egyiitt
mozog, ennek tomege mq(t). A folyadék, édltaldban nagyobb felsG része a konvektiv zéna, ahol a folyadék
lengések kialakulnak. Az egyes lengési modusokat leiré tomegek egy rugdallandéval és egy csillapitassal
csatlakoznak a tartdlyhoz. Jelen cikkiinkben csak az els§ mddust vessziik figyelembe. A tartdly aljan 1évs
nyildson at iriil a folyadék. A kidraml6 folyadék az impulziv zondhoz képest nem rendelkezik relativ vizszintes
sebességgelkomponenssel.

A folyadék teljes tomege:

Mot (t) = mo(t) +ma(t). ey

Az impulziv tomeg mg(t) vizszintes elmozduldsa z (t), mig x1(t) az mq(t) konvektiv tomeg vizszintes
elmozduldsa.

Az (1)-es dbran l4thaté rendszer mozgdsegyenlete az alabbi médon irhat6 fel (lasd [1], 299. oldal, 5.5a és
5.5b egyenletek):

mo(t)do(t) + 11 (t)(Lo(t) — 21(t)) 4+ c1(t)(Zo(t) — 1(t)) + k1 (t)(wo(t) — 21(t)) = F(1),

0
. ) . 2
ml(t)xl(t) + cl(t)(xl(t) — xo(t)) + kl(t)(l’l(t) - ZL’()(t)) =0.
A kezdeti feltételek: x1(0) = x19, @1(0) = @1, ahol x1 9, &1 a kezdeti pozicié és sebesség. Legyen
k(1) k1 (t)
2 1 2 1
wi(t) = , vi(t) = , 3)
1( ) ml(t) 1( ) mo(t>
a csillapitasi tényezd
ci(t)
) P - 4
gl() 2m1(t)w1(t)’ ( )
és F(t)
t
1) = . (5
A 2. egyenlet két egyenletét mg(t)-vel, illetve mq (t)-vel leosztva és egymdsbdl kivonva, bevezetve zq (t)-t:
21(t) = wo(t) — 21(2), (6)
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és felhaszndlva az wq (t), v1(t), (1(t) és f(t) valtozokat, a (2)-es egyenlet az aldbbi alakban irhat6 fel:

510+ 200040 + 3050 + (2002 - ) 210+ 20200, = 0. @)
mo(t)  mo(t)
az aldbbi kezdeti feltételekkel: z;(0) = 21,0 = 20,0 — 21,0, 21(0) = v1,0 = &0,0 — £1,0, ahol 2 ¢ a kezdeti relativ
kitérés és vy o a kezdeti relativ sebesség.

A konvektiv tomeg és a hozz4 tartoz6 rugddllandé az aldbbi képletekkel adhaté meg hengeres tartalyok
esetén (lasd [1], 299. oldal, 5.1d és 5.15a egyenlteke):

2R tanh (gn (“)
e -1 " ®

Qgeff tanh? <§11 %)

ma (t)

ka(t) = HOE, 1) Miat(t), €))
ahol az effektiv gravitdcids gyorsulds
Jeff = g+ ay. (10)
&11 az elsofajd, els6rendd Bessel-fiiggvény elsd gyoke:
&1 = 1.84. (11)

A (7)-es egyenlet dimenzidtlanithaté az aldbbi dimenzidtlan id§ (1) és dimenzi6tlan elmozdulds 2,
bevezetésével:
t:Tt7 21 :Xfl, (12)

po - x_ B (13)
9eff§11 ISE!

ahol

az j id6-és elmozdulds skaldk skalafaktorai. Jeloljiik a £ szerinti derivaldst a kovetkez médon: [ = d% =24
tovdbba vezessiik be a dimenzidtlan folyadék magassigot:
H(t Hi(t
h(f) = 3—511 }9, (14)
illetve az aldbbi dimenzidtlan mennyiségeket.
Gefr&i1 o H(t)
) = T2 T2 tanh R A 15
wi(t) = o 15 R (fn R (15)
R ki (F t
iy = B0 oy g (16)
mo(t) mo({)
IR
= —==—F(@), 17
10 == (17)

ahol f(#) a dimenzi6tlan gerjesztS erd. A tovabbiakban az egyszertiség kedvéért a dimenziétlan id6t ¢-vel, a
dimenzidtlan elmozdulast pedig z;-vel fogjuk jeldlni. Vezessiik be az effektiv csillapitési tényezét:

_ ma(t) Gerrén 1 mi(t)
Cart) = (14 0 ) 60— R G e

Vezessiik be a pillanatnyi korfrekvencidt:

_ tanhh(?)
- tanh h(t) ’
h(t)

19)

ahol 9
o= (20)
& -1
Az Q(h(t)) fiiggvénynek a h* = 0.734 helyen maximum helye van, itt Q(h*) = 1.48. Nagy h(t) esetén

Q(h(t)) aszimptotikusan tart 1-hez. A (7)-es egyenlet igy az aldbbi egyszerdsitett, dimenziétlan alakban irhat6
fel (az egyszertis€g kedvéért a | indexet elhagyva):

2" (t) + 2eppw ()2 (1) + Q2 (R(t))2(t) = f(2). 2n
A kezdeti feltételek: z1(0) = zp, 21(0) = vg. A (21)-es egyenlet egy inhomogén, masodrendd, k6zonséges
differencidl-egyenlet id6ben valtozo egyiitthatokkal.
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3. A MOZGASEGYENLET MEGOLDASA

A tartdly iiritését a h(t) fliggvény irja le, ahol h(t) (i) szigorian pozitiv, (ii) monoton csokkend (iiriils
tartdly), (iii) folytonosan derivalhat6. Homogén esetben a mozgasegyenlet:

2() + 20w (t) 2 () + Q2(h(t))2(t) = 0. (22)
A negyedfoki Runge-Kutta numerikus megolddshoz az alébbi h(t) fiiggvényt és paramétereket haszndlunk:
h(t) =h(0) —ct, 2(0)=1, 2'(0)=0,h(0)=8, ¢=0.01, {sr=0.0001. (23)
A 2. dbra z(t)-t mutatja Q(t) = % mellett.

h(t)

z(t)

o 200 400 800
t

2. dbra. A homogén mozgdsegyenlet z(t) megolddsa.

A 2. ébran lathatd, hogy az iiriilés sordn a folyadéklengés frekvencidja lassan emelkedik, majd a
Q(h*) maximum értéket elérve elkezd gyorsan csokkenni. Az amplitudé forditva valtozik: Q2(h*)-ndl ériel a
minimumat, majd a mozgas végén hirtelen megemelkedik.

Az inhomogén, gerjesztett mozgasegyenlet megolddsahoz legyen

f(t) = Bcos (wgt), (24)

ahol B a gerjesztés amplitudéja, mig wy a gerjesztés korfrekvencidja. Két kiillonboz§ gerjesztést vizsgalunk:
nem-rezondns gerjesztés, ha wy > max Q(h(t)), és rezondns gerjesztés, ha wy < max Q(h(t)).

A 3., 4. és 5. abrdk z(t)-t mutatjdk nem-rezondns és rezonanciadtmenettel rendelkez gerjesztések
esetén. A gerjesztés amplitudéja mindhdrom esetben B = 1, mig a gerjesztd frekvencia: wy = 0.7 (egyetlen
rezonanciadtmenet), wg = 1.2 (két rezonanciadtmenet) és wy = 2 (nem-rezondns). A megoldashoz ¢,y = 0.01-
et hasznaltunk.
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°
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4. dbra. z(t) rezonanciadtmenet esetén, wg = 1.2
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5. dbra. z(t) nem-rezondns gerjesztés esetén, wy = 2

A 3., 4. é 5. akiilonbozd gerjesztések hatdsdt mutatjdk. Hasonldan, egyetlen rezonanciadtmenet
wg = 0.7 esetén csak minimdlisan noveli a lengések amplituddjat, mert az dtmenet a lengések frekvencidjdhoz
képest gyors. wy = 1.2 esetén két rezonanciadtmenet is torténik. Az elsé rezonanciadtmenet lassan torténik, igy
a lengések amplituddja erGsen megnd. A mdasodik, gyors rezonanciadtmenet mdr nem valtoztatja meg érdemben
az amplitudét.

4. z(t) KOZELITESE

Adott az aldbbi dimenziétlan differencidl-egyenlet:

2(t) + 2Cep s ()2 (1) + Q3 (h(1))2(t) = f(2), (25)
2(0) = 29, 2'(0) = vy. (26)

A Liouville-transzforméci6 segitségével a (25)-0s egyenlet az aldbbi alakra hozhat6:
y' (1) + A%ty (t) = f(2). 27)

A mi esetijnkben At ) nem adhat6 meg analitikusan Q(h( )) bonyolult alakja miatt Igy az egyiitthat(’)k

//////

megaddsara (1asd [2], 88. oldal.) A levezetes hosszassdga miatt itt azt nem kozoljiik, lasd [3]. A végsd kozelitd,
analitikus megoldds:

z(t) ~ 2(t) == _f D(s)ds 22737 COS@ ( \/7 / s1n9 Jo T dsf(’l’)d’i') +

o~ o200 y0+y0A/(0) COS9(T)eer(s)ds 7)dr
: A(t)( A0 VAR f(ryr |,

T(t) = Coppolt), At) = \JQ2(h(t) - T2(t) - T(2). (29)

A 6. dbra a homogén megoldast, zhom(t) t mutatja 4- ed foku Runge—Kutta megoldéval szdmolva (ezt

feltételezziik a pontos megoldédsnak), illetve a (28)-as egyenletben felirt Bellman kozelitést haszndlva (Zp,o (1)),
a paraméterek:

(28)

ahol

20=1,2,=0,h(t) =hg — ct =10 — 0.1£, (osy = 0.001. (30)

—

A

—— Zhom(t)
“2f wens Znom(t)
— Q(h(t))

3 4 fCirc
=V Qi)
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t
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6. dbra. zjom (t) 4-ed fokii Runge-Kutta megolddsa és a Bellman-approximdacio Zpom (t), illetve Q(h(t)) és a

P C2+C2
burkologorbe + ch(tf)
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A 6. dbra mutatja, hogy a Bellman-approximdcié nagyon pontosan kozeliti a numerikus megolddst. A

Bellman-approximacidval kozelités adhat6 az amplitudé valtozasra is, amely a Q(lh(t)) kifejezéssel forditottan

aranyosan valtozik. Ezt a burkol6gorbét is feltiintettiik a 6. dbran. Mieldtt Q2(h(t)) h*-ndl eléri a maximumat,
a Bellman approximdci6 hibdja 2.5%-on beliil marad. A maximum elérése utdn azonban a hiba gyorsan ng.
Kijelenthetd tehdt, hogy a Bellman-approximdcié h > h* esetén j6l haszndlhat6 z(t) kozelitésére.

5. OSSZEFOGLALAS

A cikkben bemutattuk hengeres tartdlyokban fellépd folyadék lengések (16tydgés) egy tomeg-rugd
modelljét, figyelembe véve a tartdly liriilését id6fiiggd egyiitthatokkal és a tartdly gerjesztését. Az idSben
véltoz6 tomegek fontos kovetkezménye tovabbi tagok megjelenése a mozgisegyenletben. A mozgasegyenletet
dimenziétlanitva és egyszer(sitve bevezettiik a lengések pillanatnyi korfrekvencidjat leiré Q(h(t)) figgvényt.
Vizsgéaltuk a mozgdsegyenlet megolddsait €s a kiilonbozs gerjesztések hatdsdat. A Liouville-transzformécio és a
Bellman-kozelités segitségével a mozgisegyenlet megolddsara bemutattunk egy analitikus kozelitést, amely
nagyfoku egyezést mutat a pontos, numerikus megoldassal magasabb folyadékoszlopok esetén.
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