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Abstract

A wide range of different methods is available for the control of permanent magnet electric machines. This study
deals with the investigation of a modern, optimal control method, the so-called linear quadratic regulator (LQOR).
The aim is to determine the appropriate parameters of the given control method analytically, therefore reducing
the computational demands resulting from the often necessary iterative methods and optimization algorithms. A
further aim is to investigate the boundaries of achievable system characteristics.
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Kivonat

Allandé mdgneses villamos gépek szabdlyozdsa sordn a kiilonféle szabdlyozdsi modszerek széles skdldja érhetd
el. Jelen tanulmdny egy modern, optimdlis iranyitdsi modszer, az tin. linedris kvadratikus szabdlyozo (LOR)
vizsgdlataval foglalkozik. A cél ezen szabalyozasi modszer megfeleld paramétereinek analitikus meghatdrozdsa,
igy csokkentve a sok esetben sziikséges iterativ modszerekbdl és optimalizdcios algoritmusokbol adédo szamitdsi
igényeket. Tovabbi cél a megvalodsithato mindségi jellemzok hatdrainak feltérképezése is.

Kulcsszavak: linedris kvadratikus szabdlyozé, optimalis szabdlyozas, analitikus tervezés, villamos gépek

1. BEVEZETES

Villamos gépek szabdlyozdsa esetén a klasszikus, miszaki gyakorlatban széles korben alkalmazott
eljarasok mellet bevett gyakorlat az allapotvisszacsatoldson alapulé szabalyozasi sémdk haszndlata is. Az
allapotvisszacsatolds tervezése sordn kiilonféle stratégidk alkalmazhat6ak, melyek lehetnek optimadlis, illetve
robusztus tervezési stratégidk, mint az LQR [1] vagy a Ho, [2, 3] mbédszerek. Az Gn. linedris kvadratikus
szabdlyoz6 (LQR, Linear Quadratic Regulator) egy gyakran alkalmazott tervezési eljaras linedris rendszerek
esetén. Ezen optimadlis szabalyozasi mdédszer sordn a cél egy megfelel§ koltségfiiggvény minimalizaldsa és eziton
a szabdlyozdsi paraméterek meghatdrozdsa. A mddszer képes stabil viselkedést mutatni kisebb bizonytalansdgok,
modellpontatlansdgok esetén is, illetve a kiilonb6zd silymétrixok lehetdvé teszik az dllapotok és a bemenetek
kozti prioritds rogzitését is. Ennek megfelelGen a tervezés soran bedllithaté a bemenet hatdsanak mértéke, illetve
az, hogy egyes dllapotok referencidtdl valo eltérése mekkora mértékben keriil biintetésre [4]. Ezen matrixok
paramétereinek meghatdrozdsa azonban jelentGs kihivast eredményezhet, igy sokszor sziikségessé vdlhat tovdbbi
optimalizaciés mddszerek alkalmazdsa is [5]. A tervezés nehézségeinek ellenére az LQ szabdlyozas gyakran
felhaszndlasra keriil villamos hajtasok szabalyozdsa esetén [6, 7], vagy akér az Grtechnol6giai alkalmazasokban
is [8].

A tanulmdny sordn egy dlland6 magneses villamos gép optimdlis irdnyitdsdnak tervezése keriil bemutatdsra,
az LQR moédszer paramétereinek analitikus meghatdrozasan keresztiil. Mivel a villamos hajtidsok esetén kiemelten
fontos a megfeleld mindségi jellemzdk bedllitdsa és adott korlatok kozott tartdsa, igy vizsgalatra keriilnek a
megvaldsithatd mindségi jellemzdk is. Feltérképezésre keriilnek ezen paraméterek lehetséges tartomdnyai,
illetve a silymadtrixok meghatarozasa esetén elterjedt in. Bryson-szabaly alkalmazdsanak korlatai is.
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2. AZ LQR STRATEGIA

Kiilonbo6zd villamos hajtdsok esetén az tn. linedris kvadratikus szabdlyoz6 (LQR, Linear Quadratic
Regulator) egy gyakran alkalmazott médja a szabdlyozas tervezésének. Mivel az LQ szabdlyozds egy optimalis
szabdlyozasi stratégia, igy a szabdlyozasi torvény meghatdrozdsa esetén a cél egy adott koltségfiiggvény
minimalizdldsa.

A szabdlyozni kivant linedris, idGinvaridns rendszerek az aldbbi

x(t) = Ax(t) + Bu(t), y(t)=Cx(t) (1)

alakban frhatdk fel, ahol x(t), y(¢) és u(t) vektorok tartalmazzik az dllapotvdltozdkat, kimeneteket, illetve
bemeneteket, A a rendszermatrix, B a bemeneti matrix, illetve C a kimeneti matrix. A szabdlyozas tervezésének
feltétele, hogy a rendszer dllapotirdnyithat6 legyen, melynek kritériumat a Kalman-féle rangfeltétel adja meg [9],
miszerint egy rendszer akkor irdnyithatd, ha az in. irdnyithatésagi matrix rangja megegyezik az n allapotvaltozok
szamaval. Felirhat6 a bemenetet meghatarozé szabdlyozdsi torvény

u(t) = Nr(t) — Kx(t), ()

ahol r(t) a referenciajel, K a szabdlyozdsi paramétereket tartalmazé matrix és N a statikus alapjelkompenzaciot
megvaldsitd matrix. A szabdlyozds tervezése sordn a cél ezen szabdlyozdsi torvény olyan moédon vald
meghatdrozdsa, hogy egy adott koltségfiiggvényt minimalizaljon.

Az LQ szabdlyozds tervezése sordn alkalmazott, minimalizdlni kivant koltségfiiggvény szdmos varidcioban
l1étezik [10], az tn. végtelen horizontd LQR esetén a koltségfiiggvény az alabbi

J= / xTQx + u Rudt 3)
0

alakban frhat6 fel [11]. A koltségfiiggvényben szerepld Q, illetve R matrixok segitségével hatarozhaté meg az
dllapotok és a bemenetek kozotti prioritds. A Q stlymatrix szimmetrikus és pozitiv szemidefinit (Q = Q" = 0),
az allapotvaltozdk referenciadtdl vald eltérését biinteti, tehat ha elemei nagyobbak, kisebb hiba esetén is nagy
mértékben nd a koltségfiiggvény értéke. A Q matrix gyakran diagondlis, azaz

Q:diag(qlvq27"'vqn)v (4)

ahol n az dllapotviltozok szdma. Az R = R > 0, szimmetrikus, pozitiv definit silymatrix ezzel szemben a
bemeneteket silyozza, tehat ha R elemei nagyobbak, akkor a bemenetek hatdsa csak kisebb mértékben képes
érvényesiilni [12]. A felirt koltségfiiggvény dtalakitdsdval megkaphat6 a megfelel§ szabdlyozdsi torvény, az

u=-R'B'Px (5)

alakban. Lathatd, hogy a szabdlyozdsi paraméterek megvalasztasat kovetSen a szabdlyozasi feladat, mint
allapotvisszacsatoldson alapul6 szabdlyozds valdsithaté meg, ha a szabdlyozdsi paramétereket tartalmazé matrix

K=R 'B'P. (6)

AP =P = 0 szimmetrikus, pozitiv szemidefinit matrix az dn. Ricatti egyenlet (CARE, Continuous-time
Algebraic Riccati Equation)
A'P+PA-PBR 'B'P+Q=0. (7)

alapjan hatdrozhat6 meg.

3. DC MOTOR LQ SZABALYOZASA

Az egyenaramu (DC, dirrect current) motorok széles korben keriilnek alkalmazasra, mint példaul az
elektromos jarmtvekben, a hztartdsi késziilékekben, a robotika teriiletén, illetve a CNC vezérelt megmunkaldsi
technikdk esetén is.

3.1. A DC motor modellje

A DC motorok rendszerint egy 4ll6 (stator) és egy forgd (rotor) részbdl dllnak. A sziikséges homogén
magneses mezdt az all6 részben taldlhaté allandé magnes biztositja, illetve ebben a mezében helyezkedik el a
tekercselt forgérész. Miikodése szempontjabdl a motor egy dllandé magneses mezSben forgd vezetS keretként
modellezhetd, melynek elvi felépitését az 1a. dbra szemlélteti.

Az egyenaramu motor miikddése leirhat6 az 1b. dbran lathat6 helyettesits kép segitségével, mely alapjan
a motor villamos egyenlete

. di
Upe = Ri + L& + Uind , (8)
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(a) Egyenaramii villamos gép elvi felépitése (b) DC motor helyettesitd képe

ahol az R ellendllas és L induktivitds képes modellezni a forgérész tekercselését, a korben 7 id6fliggd dram
folyik az wuy,, id6ben valtoz6 fesziiltség hatdsdra. A magneses mezdben w 1d6fiiggd szogsebességgel forgd vezetd
keret uiq = kew, szintén id6ben valtozé fesziiltséget indukal, ahol k. az Gn. elektromos dllandd, melynek értéke
az 4lland6 magnes pélusai kozott 1€trejovd méagneses indukcidtdl és a vezetS keret keresztmetszetének teriiletétSl

fligg. A hajtds mozgdsegyenlete
dw
J— =M, - Bw 9
T v ©)
ahol az M, = ki villamos nyomaték felel§s a motor gyorsitasaért, illetve ky, az in. nyomatékédllandd, melynek
értéke k.-hez hasonldan az allandé magnes pdlusai kozott 1étrejové magneses indukciétdl és a vezetS keret
keresztmetszetének teriiletétdl fiigg. A motor tehetetlebnségi nyomatéka .J és viszkézus csillapitds a B.

Amennyiben a szabdlyozni kivant jellemz§ a szogsebesség, a DC motor allapottér modellje az alabbi

formaban irhat6 fel
; [l] [_IL% _%] [2] [i]
- - + Upe
dt |w o B w 0
—~—

~———
Apc LR (10)
y=[0 1] H
~——
Cpbc

3.2. Az analitikus tervezés lehetdsége

Olyan, alacsony komplexitdsu linedris rendszerek esetén, mint a DC motorok, lehetséges az LQ szabdlyozas
analitikus médszerekkel torténd tervezése is. Az dllapottér modellbdl kiindulva (10) a silymatrixok

Q =diag(q1,q2) é R =r, (11)
mivel az allapotvéltozok szdma n = 2, illetve a rendszer SISO. A (7) Ricatti egyenlet megolddsaval meghataroz-
hat6 P matrix, majd az allapotvisszacsatoldson alapul6 szabalyozashoz sziikséges szabdlyozasi paraméterek
is (5),

B km L (kekm + B
K_[pll pl?] 6 N = Bputhupio+ L( +BR)r (12)

- |Lr Lr Lk..r

ahol py; és p12 a P matrix tagjai. A rendszer pélusai meghatdrozhatéak az in. karakterisztikus egyenlet,
p(s) = det (sI — (A — BK)) = 0 megolddsaval, illetve felirhatéak az aldbbi

S12 = —Cwy £wpy/1— (21 (13)

alakban is. A rendszervalaszt leiré paraméterek, a sajatkorfrekvencia (w,) és relativ csillapitasi tényezd (¢)
ennek megfelel&en kifejezhetGek az alabbi médon

1
W = | =[R2, <k2 + QQ> +B (Bql + BR? + leka>
JL T r

- L(J2 4+ JR? — 2kehyL) + B3E
2 \/kgn (k2 4+ 2) + B (BL + BR? + 2kckn R)

(14)

+2.
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Lathato, hogy a rendszer viselkedését a q; /7 és g2 /7 ardnyok hatdrozzdk meg. A sajatkorfrekvencia értéke ezen
ardnyok novelésével novekszik, mig a relativ csillapitdsi tényezd értéke gy /r novelésével n§ és o /1 novelésével
csokken. Ennek megfelelGen megallapithato a relativ csillapitési tényezd (¢) minimélisan elérhetd

V2

Cmin = 7 (15)

értéke. Tehat egy n = 2 dllapotvaltozdval rendelkezé rendszer esetén az LQ szabdlyozds tervezése sordn nem
tetszGlegesen, hanem egy adott, minimélis értékig vdlaszthaté meg a rendszer relativ csillapitdsi tényezdje.
Amennyiben adott wy,, illetve ( értékek megvaldsitasa a cél, az alabbi tervezési ajanlasok vehetGek

figyelembe
D g2y % (27kekm — B2L) + 2072 (2¢* — 1)
42 2 T 372 L2 o o 2 2 (16)
R (B*L? = 2Jkekw (BL — JR)) + = (122 - 2B (2¢*-1))

tehét a ¢;/r (1 = 1,2) ardnyokra folyhat a tervezés.

3.3. A szabalyozas tervezése a Bryson-szabaly altal

Az LQ szabdlyozds tervezése soran egy elterjedt médszer az in. Bryson-szabdly alkalmazadsa. Az
ezen modszer segitségével meghatdrozott stilymatrixok paramétereit gyakran sziikséges tovdbb pontositani, igy
kiegészitve a tervezést a paraméterek hangoldsaval, optimalizdldsaval [13, 14]. A médszer 1ényege, hogy a Q
és R matrixok, mint diagondlis matrixok keriilnek meghatarozasra, melyek fGatlobeli elemeinek értékei az x;
allapotvaltozok €és u; bemenetek maximadlis értékeinek négyzeteinek reciprokdval egyeznek meg [15]. Ennek
megfelelGen

qii = 2; és i = %, (17)
7,max uj,max
ahol ¢; a Q mitrix és r;; az R matrix f6atléjanak értékei, illetve 1 = 1,2 ... nés j = 1,2 ... m az
allapotvaltozdk, illetve bemenetek szdmat jelolik. A sajitkorfrekvencia, illetve relativ csillapitdsi tényezd értékei
ez esetben az aldbbi alakban {rhat6k fel

1 Urnax \ 2 Uax \
wn= | == K3 K2+ | — +B|B{- + BR? + 2kckm R
JL Wmax tmax

Wnnsximas (J (Lf +JR? — lekmL> + B2l

(18)

Tmax

1
C_§ VE22 . (U2 + K22, ) + Bw?

m - max max e "max max (

+2
¥ 2, (BR? + 2kkmR))

Ezen Osszefiiggések esetén is lathaté ¢ minimalis értéke (15), azonban egy dtlagos DC motor katalogusadatainak
nagysagrendjeit figyelembe véve megallapithat6, hogy a Bryson-szabdly dltal tervezett LQ szabdlyozds esetén a
szabdlyozott rendszert nagymérték csillapitas jellemzi.

A vizsgalt, Maxon gyartmanyu, RE 25 tipust, 118746 azonosité szami DC motor esetén, a névleges
(nominal) értékekkel

Bu?

max

Uy =24V, Q, =432493rad/s és iy =0,652 A (19)

szamolva, wy, és ( értékei
wn = 430,218 rad/s és ( = 52,5422, (20)
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4. A MEGVALOSITHATO MINOSEGI JELLEMZOK VIZSGALATA

Villamos hajtasok esetén a megfeleld mindségi jellemzSk beallitdsa kiemelten fontos szempontja a
szabdlyozas tervezésének. Ilyen mindségi jellemzs lehet a szdzalékos tullovés
¢

s

Ay = e m? (21)
illetve a beallasi id6 1 100
Cwn «

5%-os sdvot feltételezve az dllandésult érték koriil (v = 5) [16]. Fontos megjegyezni, hogy a szdzalékos tillovés
abban az esetben értelmezhetSek, ha ¢ € [0,1] és ennek megfelelGen a pélusok, s; 2 € C komplex konjugdlt part
alkotnak. A paraméterek kifejezhetSek a motor, illetve a szabalyozds paramétereivel,

250 100 JL
— o™/ 3 — R 23
Ay=e s 2ln(a>\/a(2+b)’ 23)

L(je 4 JR? — 2k kL) + B
a:\/k?n(k:ngQZ)JrB(Bql+BR2+2keka) PR A Gl )+ (24)
T T a

ahol

Ez esetben is a ¢; /7 (i = 1,2) ardnyok hatdrozzdk meg a paraméterek értékeit, ¢; /7 novelésével a szdzalékos
tallovés és a bedlldsi idG értéke csokken, mig g2 /r novelésével a szdzalékos tillovés értéke nd, a bedlldsi id6
értéke viszont csokken. Meghatarozhat6é ennek megfelelGen a maximalis tillovés és a maximadlis bealldsi id§

értéke, melyek
100 2JL
Aymax =e " és 2(f-s,min =In (> 1 B2L " (25)
o )\ L(JR? = 2keknl) + 2

A mindségi jellemzGk és a szabdlyozdsi paraméterek kapcsolatdt a 2. dbra szemlélteti, ahol a narancssdrga gorbe
mentén ¢ = 1, azaz a minGségi jellemzSk értelmezhetGségének hatarat szemlélteti.

50000 F 50000 F
0y
40000 Ay [%] 10000 t, [ms]
3 0,27122
30000 24 30000 | 0,25122
@7 18 @fr 0,23122
20000 s 20000 | 0,21122
’ 0,19122
10000 C>1 0,6 10000 L - 0,17122
0 0,15122
0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500
a/r q/r
(a) Szazalékos tillovés (b) Bedllasi idd
2. abra. A mindségi jellemzok és a szabalyozdasi paraméterek kozti kapcsolat
Adott mindségi jellemzdk eléréséhez az aldbbi tervezési ajanldsok vehetSek figyelembe
2 (100
il 2 L 2 , In* (5F) 2 2
L= R+ = (2T kekw — B2L) + 27— (In? (Ay) — =?)
r J? e 21n% (Ay) (Ay)
L = 12+ -5 (B°L* — 2Jkekiw (BL - JR)) (26)
r J2k2

L2 (1)

+ - 7
K tiin® (Ay)

a tervezés ez esetben is a ¢; /r (i = 1,2) ardnyokra folyhat.

<2B?t§ In? (Ay) (2 — In? (Ag)) + 2 In? <€O> (7 + w? (Ay))z) ,
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5. KONKLUZIO

A tanulmdény sordn bemutatdsra keriilt a linedris kvadratikus szabalyozasi (LQR) stratégia elméleti héttere
és annak analitikus tervezési folyamata egyendrami (DC) motorok esetén. A vizsgilat {6 célja a szabalyozasi
paraméterek kozvetlen, zart alakd egyenletek dltali meghatarozdsa volt, amivel jelentGsen csokkenthetSek az
iterativ médszerekbdl vagy a kiilonbdz6 optimalizacids algoritmusokbdl adédé szdmitdsi nehézségek.

A tervezés soran vizsgalatra keriiltek a rendszervélaszt leir6 sajatkorfrekvencia (wy,), relativ csillapitasi
tényezd (¢) paraméterek, illetve a szdzalékos tdllovés (Ay) és bedlldsi idS (¢,) mindségi jellemzbk is. Feltérképe-
zésre keriiltek ezen feliil a megvaldsithaté paraméterek elméleti hatdrai is. A vizsgdlatok alapjan megéllapithato,
hogy LQ szabdlyoz4s tervezése esetén a rendszer lehetséges viselkedése korldtozott, a mddszer alsé hatért szab a
csillapitottsag mértékének.

Mindezen feliil vizsgalatra keriiltek a gyakran alkalmazott Bryson-szabdly korl4tai is, a médszer villa-
mos hajtdsok esetén kiemelkedGen magas csillapitdst eredményez. Végiil olyan tervezési ajanldsok keriiltek
megfogalmazdsra, amelyek segitségével megtervezhetd az optimélis szabélyozds, illetve meghatdrozhatdak a
paraméterek ardnyaira vonatkozé feltételek, a kivant mingségi jellemzGk elérése érdekében.
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