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Abstract

The paper introduces a model for examining the longitudinal stability of vehicle towing when both the driver
of the towing car and the driver of the towed vehicle control their own vehicle with reaction time delay.
Utilizing the translational symmetry, the Routh reduction can be applied to construct the governing equations.
The linear stability analysis of the reduced model shows that increasing the time delay or the natural frequency
of the system, the stable domain disappears and then reappears and disappears again and again. Based on the
results, the stiffness of the drawbar can be optimized.
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Kivonat

Ismertetésre keriil egy mechanikai modell jarmiivontatds longitudindlis stabilitasanak vizsgalatara, amelyben
mind a vontatd, mind a vontatott jarmiivet vezets személy idékéséssel szabdlyozza sajat jarmiivét. A transz-
lacids szimmetriat kihasznalva, Routh redukcié alkalmazasaval nyerhetjik a mozgéasegyenleteket. A modell
stabilitas-vizsgalata azt mutatja, hogy az idékésést vagy a rendszer sajatkorfrekvencidjat novelve a kezdetben
jelen levd stabil tartomany eltinik, majd ujra és ujra megjelenik. A vondrudak rugalmassagat ennek
ismeretében célszerii optimumra tervezni.

Kulcsszavak: erészabalyozas, késés, vontatas, Routh redukcid, stabilitasi térkép

1. BEVEZETES

A kozlekedési eszkozok stabilitasanak vizsgalata alapvetd fontossagu, és ez kiildndsen igaz, ha csatolva
vannak a jarmiivek, mint példaul vontatds esetén. Vontatott jarmiivek kiilonb6z6é modokon veszthetik el a
stabilitasukat: kialakulhat oldaliranyu oszcillacid, amit kigy6zéasnak is szokas nevezni [3], de a vontatott és a
vontaté jarmii hossziranyU rezgésbe is kezdhet [5]; az utdbbit vizsgéalja a jelen kutatas. Szabélyozasi
rendszerekben az egyik kritikus paraméter az id6késés; Okolszabalyként ismert, hogy az idékésésnek
destabilizalé hatasa van, de néha egyfajta csillapitast is vihet a rendszerbe [4].

Ismertetlink egy modellt jarmiivek vontatasanak dinamikai leirasara, ahol mind a vontatd, mind a
vontatott jarmiivet vezeté személy id6késéssel szabalyozza sajat jarmtivét. A modell transzlacids szimmetrigjat
kihasznalva elvégezziik a Routh redukciét, amellyel csokkentheté a rendszer dimenzidja, majd az igy kapott
mozgasegyenletek vizsgalataval stabilitasi térképek keriilnek bemutatasra.

2. MECHANIKAI MODELL

Az 1. a) abran lathato a vontatas leegyszertisitett mechanikai modellje. A vontato és a vontatott jarmiivet
rendre egy m, €s egy m, tomegi test, mig a két jarmilivet 0sszek6té rugalmas vondrudat (kotelet) egy k
merevségil rugd modellezi. Az m, €sm, tomegi testek vizszintes irdnyd elmozdulasat az x; és x, koordinatak
irjak le, amelyeket az altalanossag megszoritasa nélkil tgy valasztunk meg, hogy a rugé nyugalmi allapotban
legyen x; = x, esetén. Feltételezziik, hogy a két jarmii vezetdje el6zetesen megegyezik, hogy a vondrudban
F4q nagysagu huzoer6t tartanak, ezaltal a vontatd jarmii esetleges hirtelen fékezése esetén se futhatna ra a
vontatott jarmii. A vontatd jarmi vezetGje a vontatas sebességére szabalyoz, mig a vontatott jarmiiben {ilo
személy ugy prébalja hasznalni a féket, hogy a vonérudban allandé Fy nagysagu hizber6 ébredjen.
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a) b)
1. &bra Jarmiivontatdas mechanikai modellje: a) jarmiivekhez kotott koordindtakkal b) Routh
redukciohoz alkalmazott koordinatakkal és a szabalyzas feltiintetésével.

Az 1 testet fékezd erd aranyos az F, erbhibaval K, er6sitési tényez0 mellett, ahol az er6hiba az Fy
megkivant és az F,, érzékelt vonder6 kiilonbsége:

Fi(t) :_KpFe(t)‘l'Fd :_Kp(Fm(t)_Fd)-l'Fd- 1)

A 2 testre hato erd tartalmaz Ky ersitési tényezOvel egy aranyos tagot, tovabba megjelenik az Fy elirt
htzéerd a vonoérudban:

Fy(t) = —Kqve(t) 4+ Fg = —K4q(vom () —vq) + Fy, @)

ahol a v, sebességhiba, azaz megkivant vy sebesség és a vontatd jarmii vezetdje altal a sebességmérdrol
leolvasott v, ,, sebesseg kilonbsége A modellben a két emberi operator reakcioidejet azonos, T nagysagu
alland6 iddkésésként figyelembe véve a vontatott jarmu vezetdje altal érzékelt F, erd és a vontatd jarmii
vezetdje altal érzékelt v, , sebesség az alabbi késleltetett alakot olti:

Fa@®) =k((t—10) —x1(t = 1)),  vpm(t) = %(t — ). @)

A két szabadsagi fokd rendszer mozgésegyenletét matrixos alakban felirva két egymashoz csatolt
masodrendii  késleltetett differencialegyenletet kapunk, ahol a késést F;(t), és F,(t) szabalyzoerck

tartalmazzak: .
et R K e ©

3. ROUTH REDUKCIO

Az eléz6 fejezetben felirtuk a mozgasegyenleteket, azonban a dinamika csak a két jarm tavolsagatol
és a vontatés sebességétol fiigg, ezért a transzlacios szimmetriat kihasznélva alkalmazhat6 a Routh redukcio
[2]. Ez a mddszer lehetéséget ad a mozgasegyenlet struktirajanak egyszerisitésére abban az esetben, ha a
rendszer tartalmaz ugynevezett ciklikus koordinatakat. Egy koordinatat akkor neveziink ciklikusnak, ha nem
jelenik meg a Lagrange fliggvényben és az altalanos erdk is fliggetlenek tdle. A Routh redukcio alkalmazasaval
a mozgasegyenlet szétvalaszthatd egy a fomozgashoz tartozd elsé és masodrendli differencialegyenleteket
tartalmazo6 egyenletrendszerre, illetve a ciklikus koordinatakhoz tartozo elsérendii differencialegyenletekre.

Bevezetve a ragd megnyulasahoz tartoz6 q = x, — x; Uj altalanos koordinatét (lasd: 1. b) abra), és
megtartva az x, altalanos koordinatat, a rendszer Lagrange fliggvénye fuiggetlen az x, poziciotol:

1 1 1
L(q,q,%;) = E(ml + my)t,” — mydyq + Emﬂ'l2 - Equ- (®)
A q és x, koordinatdkhoz rendre a
Q:1(q) = —Kp(kq(t — 1) — Fq) + Fy, (6)
Q2(q,%2) = K (kq(t — 1) — Fq) — Kg(x2(¢ — 1) — vg) ()

altalanos (szabalyoz0) erék tartoznak, amelyek ugyancsak fliggetlenek x,-t6l, igy x, a szabalyozott rendszer
ciklikus koordinataja, mig g a szabalyozott rendszer pozicionalis koordinataja.
Vezessik be az altalanos impulzust a Lagrange fliggvény x, szerinti derivaltjaként:

== (my +my)x; —myq, )
X2
amibdl kifejezhetd a ciklikus koordinata derivaltja
p +myq :
== ,P) . 9
X2 my +m, f(q.p) ©))
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A Routh redukcié a Hamilton fliggvényt hasznalja a ciklikus koordinatdkhoz, és a Lagrange fliggvényt a
pozicionalis koordinatakhoz tartozé dinamika leirasara. Definicié szerint a Routh fiiggvény alakja:

R(q.4,p) = pf(@p) — L(a.4.f(q.p)), (10)
mig a Routh egyenletek struktdraja ciklikus rendszerekre:

d dR N R (1)

dtag  dq Qu

oR )

o, - P + Q2 (12)
OR
— =y 1
ap x21 ( 3)

ahol a (12) egyenlet bal oldala zérus, hiszen a R(q, ¢, p) fliggetlen x,-tol. A fémozgas altalanos impulzushoz
tartozo elsérendli differencialegyenlete csatoldodik a (11) és (12) egyenletekbdl szarmaztathatd, poziciondlis
koordinatahoz tartoz6 masodrendi differencialegyenlethez:

p = QZ (q, f(q' p))' (14)

. 5, My tmy 1 i
- - ) ) ) 15
G+oig=— = Q@)+ - Q2(a.f(4,p)) (15)
ahol w, a szabalyozatlan rendszer sajatkorfrekvenciaja

+
w2 = ’k u_ (16)
mim;

A (14) és (15) egyenletek fuggetlenek a rejtett mozgastol, amelyet (13)-bél szarmaztathatunk és
ugyanazt az alakot 6lti, mint a (9) egyenlet.

4. STABILITASVIZSGALAT

Vezessik be a £ = t/t dimenzidtlan id6t, jeldlje vesszd az erre vonatkozd derivaltat. Legyenek az y =
[v1,v2,v3]T allapotvektor és a dimenzidtlan paraméterek a kovetkezé modon definialva:

_ _Fa i :(L_U)T (17)
B4 q k ’ V2 qrT, V3 m1+m2 d ’
m, Kq
pe e kamgn k=K, = as)

ahol u a tomegarany, kg a dimenzidtlan differencialis tényez6 és a a dimenzidtlan id6késés. Ezeket
felhasznalva a redukalt rendszer dinamikjat a kovetkezo késleltetett differencialegyenlet-rendszer irja le:

y'(®) = Ay(D) +By(f - 1), (19)
ahol
0 0 0
0 10 _ a’ky kg Ck
A=|-a? 0 O] és B=| 1+unu 1+u <. (20)
0 0 0 pa’ky, ukg kq

A+m?  (1+p? 1+
A linedris rendszer stabilitasat a D(2) = det(AI — A — Be‘l) karakterisztikus polinom zérushelyei
hatarozzak meg, a rendszer stabil, ha a

a?k a’k a’kyk
D(A)=/13+a2;1+<kd,12+ P+ d)e-ﬂ+—pde-“=o (21)

1+u 1+u 1+u
karakterisztikus egyenlet valamennyi gyoke negativ valos résszel rendelkezik [1]. A stabilitas vizsgalatahoz
hasznaljuk a D-szétvalasztas modszert [4]! Az egyenletbe 1 = 0 -t helyettesitve, azt kapjuk, hogy a statikus
stabilitasvesztés (lehetséges nyereg-csomo bifurkacio) a k,, = —1 és a kq = 0 egyenesek mentén johet Iétre.
A dinamikus stabilitasi hatart (Iehetséges Hopf bifurkéacio) 1 = iw behelyettesitésével hatarozhatjuk meg, ami
egy komplex egyenlethez vezet. A val6s és képzetes részeket szepardlva a kapott egyenletrendszerbél
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2. &bra Stabilitasi térképek kiilonboz6 dimenzidtlan id6késések esetén, p = 2 témegarany mellett.
A stabil teriilet a dominéns karakterisztikus gyok valdsrészének megfeleléen van beszinezve.

Az igy kapott (kp, kq) sikra vetitett stabilitasi térképet mutatja a 2. abra kiilénb6z6 dimenziétlan
id6késések esetén, amikor a vontatott jarmii tomege kétszerese a vontatod jarmi tomegének (4 = 2). Kék szin
jeloli a dinamikus, mig fekete a statikus stabilitasi hatargorbéket. Ha az id6késés nélkiili esetet vizsgaljuk, a
teljes k, > —1, kq > 0 siknegyed stabil [5]; a dimenziétlan id6késést ndvelve a stabil tartomény mérete
csokken, majd el is tlnik ¢ = w,T = w értéknél. Ha tovabb noveljiik a dimenzidtlan idokésést, a stabil
tartomany rogton feltiinik, n6, majd csdkken és @ = w,7 = 31 értéknél ismét eltiinik. Analitikus szamitassal
is igazolhato, hogy a stabil tartomany akkor tiinik el, ha az id6késés megegyezik a szabalyozatlan rendszer
periddus idejének (T = 2m/w,) felével, vagy a fél periddusidd pératlan tébbszérdsével. Erdekes megfigyelni,
hogy kis dimenziotlan idokésések esetén negativ differencialis erdsitési tényezok mellett is talalhato egy stabil
tartomany, ez azonban a ndvelésével instabilla valik és instabil is marad.

5. OSSZEFOGLALAS

A cikkben az emberi reakcididé jarmiivontatas stabilitasara kifejtett hatasat vizsgaltuk. transzlacids
szimmetriat kihasznalva alkalmaztuk a Routh redukcio6t, amivel a f6 mozgasrol levalaszthat6 a vontato jarmi
sebességéhez, mint ciklikus koordinatahoz tartozo elsérendi differencialegyenlet. A redukcio elvégzése utan
meghatéroztuk a statikus és dinamikus stabilitasvesztéshez tartoz6 hatarokat. A lineéris stabilitasvizsgalat azt
mutatja, hogy az idokésést vagy a rendszer sajatkorfrekvenciajat novelve a stabil tartomany eltiinik, majd ujra
és Ujra megjelenik. A szabalyzas szinte minden parameéterkombinacio mellett stabil, ha mind a vontaté mind a
vontatott jarmii vezetdje kicsi erdsitési tényezoket hasznal, ugyanakkor ebben az esetben lassan all be a
megkivant sebessegre a rendszer. Ezért célszerli a vonorud merevségét agy hangolni, hogy az Gjra megjelend
stabil tartoményba essen (w,T = 2m), ami 1 tonnas vontato és 2 tonnas vontatott jarmiivet feltételezve, illetve
0.6 s reakcioidével szamolva k~67 KN/m merevseget jelent. Ugyanezekkel a paraméterekkel a keriilend6 elsé
kritikus merevség kyir1~17 KN/m, ezen merevseég esetén ugyanis nem létezik stabil tartomany.
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