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Abstract

Delay differential equations are often used to describe mechanical systems. Usually the stochastic effects are
attributed to measurement problems. However, these stochastic processes can be significant and can modify
the behavior of the system. Stochastic differential equations are suitable to represent these phenomena, but
the equations are mathematically very challenging. In this study a collocation based numerical approach is
introduced. During the analysis the well known turning model is extended by a multiplicative noise process.
The stability borders are calculated both for the deterministic and the stochastic model with different white
noise intensities.
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Kivonat

Késleltetett differencialegyenletek széles kérben alkalmazhatok mechanikai rendszerek leiraséara. Altalaban a
sztochasztikus hatasokat a mérési problemdaknak tulajdonitiak, de ezek a zajhatasok jelentések lehetnek és
meghatarozhatjak a rendszer viselkedését. Sztochasztikus késleltetett differencidlegyenletek alkalmasak a
zajos folyamatok kezelésére, azonban matematikailag nagy kihivast jelentenek. Ebben a munkaban egy
kollokacio6 alapt numerikus madszert mutatunk be. A jol ismert esztergalasi modellt egészitjik ki multiplikativ
Jjellegii zajfolyamattal. A stabilitds hatérait meghatarozzuk determinisztikus és sztochasztikus modelleken
kiilonbozo zajintenzitasok figyelembe vételével.
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1. BEVEZETES

Szamtalan értekezés és tanulmany késziil szerszamgép rezgések témakdrben az elmult évtizedekben. A
megmunkalasok stabilitasat mar egyszeriibb mechanikai modellekel is vizsgalhatjuk [1], azonban a josolt és
mért stabilitasi hatarok nem feltétlenll egyeznek. Gyakran a stabilnak vélt paramétertartomanyokban is
kilalakulnak veszélyes rezgések és ennek egy lehetséges oka, hogy nem vessziik figyelembe a forgacsoloerd
sztochasztikus jellegét [2].

Altalaban az egyenletekben alkalmazott erémodellek determinisztikusak, mert a erémérések soran
tapasztalhato fluktuacidkat mérési bizonytalansadgnak tulajdonitjak, azonban ezek a zajhatasok maédosithatjak
a forgacsolas karakterisztikajat és a mechanikai rendszer stabilitasat is befolyasolhatjak. Annak érdekében,
hogy pontosabb képet kapjunk a szerszamgépekkel kapcsolatos rezonancia jelenségekrdl egy stochasztikus
er6modellt hasznalunk a jol ismert eszetergalasi modell kiegészitésére [3]. Hasonlo szamitasokat végeztiink
korébban sztochasztikus szemidiszkretizacid segitségével és bemutattuk a zajos er6 modell relevanciajat a
sztochasztikus rezonancia jelenségén keresztil [2]. Ezeket a szamitasokat szeretnénk validalni és gyorsabba
tenni egy kollokacid alapu sztochasztikus késleltetett differencialegyenlet megold6 algoritmus segitségével is.
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2. ALKALMAZOTT MODSZEREK

2.1. Mechanikai modell

Az esztergalasi feladat modellezéséhez a gyakran hasznalt tomeg-rugo-csillapitds rendszert
valasztottuk, ahol a regenerativ hatast egy késleltetett tagon keresztil vessziik figyelembe [3]. Az (1) linearizalt
egyenlet irja le a szerszam mozgasat az egyensulyi helyzet korul. A dimenziétlan mozgéasegyenletben
dimenziotlan idékésést T, a dimenzidtlan forgacsold erd egyiitthatot H jeloli.

() +20x(0) + x(®) = A(x(t = %) — x(¢)). (1)

A determinisztikus stabilitasi hatarok analitikusan is meghatarozhat6k D-szeparacio segitségével. Ha
figyelembe szeretnénk venni sztochasztikus hatasokat, akkor az erémodellt reprezentalé H paraméterrel
aranyos multiplikativ zajt adunk a rendszerhez. A zajt a Wiener folyamattal modellezziik [4], melynek fobb
tulajdonsagai, hogy a zajhatasok varhato értéke nulla, a szorasuk pedig a folyamat soran eltelt id6 gyoke.
Ezeket a jellemzOket hasznaljuk fel amikor a sztochasztikus késleltetett differencialegyenlet kollokécios
megoldasat vezetjik le.

1. &bra: Az esztergélas mechanika modellje.

2.2. Kollokécio

A kollokéci6 egy széles korben alkalmazott numerikus modszer differencialegyenletek kezelésére. Az
alapgondolata az, hogy a megoldast kozelitjik bazisflggvényekkel (4) és a differencialegyenletet elére
definialt kollokacios poontokban értékeljlk ki. Ezekben a kollokacids pontokban a kdzelités kielégiti az eredeti
egyenletet. Ebben a munkaban bazisfuggvényként a Chebyshev fiiggvényeket hasznaljuk Chebyshev
kollokéciés pontokkal [5]. Az n-edik bazisfliggvényt a ¢, (M) = cos(narccos(n)) 0osszefuggéssel
hatarozhatjuk meg.

A megoldand6 differencidlegyenletet (2) szerint irjuk fel. Az egyenletben szereplé egyiitthatok
matrixok is lehetnek. Erre az altalanos formara dolgozzuk ki a kollokacios egyenleteket.

dx(t) = (Ax(t) + Bx(t — 1) + ¢)dt, (2)

ahol az egyiitthaté matrixok a forgacsolasi modell esetén:

A=L{£nn-éJB= 7 o=l 3

Tegylk fel, hogy egyetlen t késés van a rendszerben, ahogy az tipikus az esztergalasi modellekben.
Ebben az esetben fel tudunk irni egy leképezést a [—t, 0] és [0, t] intervallum kdzott. A differencialegyenlet
inkrementélis alakjat felhasznalva Ugy jutunk el a t = t id6pillanatig, hogy integraljuk az inkrementumot az
adott intervallumon.

x(t) = ) as @i, @
i=0
x(0) = dext = fTAxt + Bx;_+cdt. (5)
0 0
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Behelyettesitjuk az (4) egyenletben szerepld kollokacios kozelitést a (5) egyenletbe és felbontjuk az
integralast tobb lépésre. Erre azért van szikség, mert azt feltételezziik, hogy a kozelités a kollokacids
pontokban kielégiti az egyenletet (az intervallum tetszleges pontjan csak kozeliti). Hasznaljunk n + 1
kollokécios pontot és bazisfliggvényt. Az integralast kollokacios ponttol kollokacids pontig irjuk fel, ezzel n
darab egyenletiink lesz a (6) egyenlet szerint, ahol x, (t) a megoldas t € [0, 1] darabjat és x,(t) at € [—%, 0]
darabjat jeloli, valamint. A megoldas a bazisfiiggvények linearis kombinacidjaval all el6, ami n + 1 ismeretlen
a; egyutthatot tartalmaz, igy még egy egyenletre szlikségiink van. Az utolso egyenlet a leképezés felirdsahoz
a késés és a jelen kozotti kapcsolatot leird dsszefligges az (7) egyenlet szerint.

n
x;(p) = Z (Pi(n1—1)a1,i
i=0

N1 i n (6)
+ f A) @;(may; + BZ(pi(n)aO,i +c|bdt, [ =1,2,..,n.
Ni-1l j=o i=0
n n
x0(D) = 100 = ) a0 @) = ) ari @i(o) ™
0 0
A leképezést matrix egyenletbe tudjuk rendezni:
Ea; = (S+Ay)as+(C+Bylag + f,
(8)

Fia; = Foay + f,

ahol az egyes matrixok jelentése egyértelmilen meghatarozhat6. E matrix jel6li az integralasok
vegpontjait, S a kezddpontokat, C irja le a kapcsolodast a késés és a jelen kozott és Ay, B, tartalmazza a
bazisfliggvények intergaljait. A bazisfuggvények ismeretlen egyutthatdit az a,, a, vektorok tartalmazzak.

A leképezés stabilitdsit meghatarozhatjuk a H = F7'F, leképezési matrix sajatértékeinek
vizsgalataval. Ha a legnagyobb sajatérték is kisebb mint 1, akkor a rendszer stabil. Ezt a tulajdonsagot
hasznaljuk ki amikor a stabilitasi térképet elkészitjik a forgacsolas modelljére.

2.3. Kiterjesztés sztochasztikus rendszerekre

A kollokacios moddszer kiterjeszthetd sztochasztikus rendszerekre néhany megfontolassal. Az
egyenletek felépitése nagyon hasonl6an térténik mint determinisztikus esetben, azonban megjelennek
sztochasztikus integralok, melyek matematikai kezelése nehéz. Sztochasztikus integralok esetén nem id6 az
inkrementum, hanem egy zajfolyamat, esetinkben a Wiener folyamat. A determinisztikus rendszert leird
matrix egyenlet (8) kib6viil sztochasztikus matrixokkal, amelyek sztochasztikus integralokat tartalmaznak.

(F1+Gag, = (Fo+ Golag + f +w, )

ahol G, és G, tartalmazzak a multiplikativ jellegii zajokat, mig w a rendszert leird egyenletben
megjelend additiv zajt. A Wiener folyamat tulajdonsagaibol adédoan ezeknek a matrixoknak a varhato értéke
nulla, mivel a benniik szereplé sztochasztikus integralok varhatd értéke nulla. Ezzel a megfontolassal az
elsorendli dimanika, ami az atlagos viselkedést irja le, megegyezik a determinisztikus rendszerével.
Sztochasztikus rendszereknél érdemes vizsgalni a masodrendli dinamikat is, ami a szoras atlagos viselkedésére
vonatkozik. A masodik momentum stabilitasa megadja, hogy az atlag korili széras korlatok kézétt marad,
vagy folyamatosan ndvekszik és a sztochasztikus rezonancia jelenségéhez vezet.

3. EREDMENYEK

Egy korabbi munkéban széleskorii méréssorozattal vizsgaltuk a forgacsoloerd sztochasztikus jellegét és
a jellemz0 zaj intenzitasat az atlagos forgacsolder6hoz viszonyitva [2]. Ezekbél a mérésekbdl megallapithato,
hogy a zaj Gauss eloszlast kovet az erdjelek jelentds hanyadanal, igy a Wiener folyamat megfelel a
sztochasztikus hatdsok modellezésére. A zajfolyamattal kiegészitett mozgasegyenlet alakja a kovetkezo:
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() +2¢x(@®) +x(®) = A(x(t =) —x()) + 6H(1 + x(t — £) — x(O))T(t) . (10)

Ha a mérések soran tapasztalt zajintenzitassal épitjik fel az esztergalast leird differencidlegyenletet (10),
akkor a stabilitasi térképen azt lathatjuk, hogy a stabil tartomany gyakorlatilag megegyezik a determinisztikus
rendszer stabil tartoméanyaval. Amikor a G-val jeldlt zaj intenzitast néveljik, akkor azonban csokken a stabil
rész. A (10) egyenletben szereplé I'(t) reprezentalja a Gauss eloszlasu fehér zajt.

Ahol a determinisztikus modell stabil miikodést josol, ott a sztochasztikus modell szerint instabil
tizemallapot is el6fordulhat. Ez kiillondsen érdekes bistabil zondk esetén, ahol egy erésebb 16kés hataséra a
rendszer atléphet egy nagyobb amplitdoju periddikus palyara. Ilyen I6kések akar a zajfolyamatok hatadsa miatt
is bekovetkezhetnek. A 2. abran lathat6 a forgacsolasi modell stabilitas térképe kiilonb6z6 intenzitast zajok
mellett. Az elvarasoknak megfelelden a rendszerben megjelend zaj a stabil tartomany csokkenéséhez vezet. A
bazisfiiggvények szamanak novelése jelentés mértékben noveli a szamitasi igényt, igy 24 fliggvényt
alkalmaztunk a térkép meghatérozaséahoz. Az ,,A” és,,B”-vel jel6lt pontokhoz tartoz6 paraméterértékek mellett
futtatott szimulaciok is megerdsitik, hogy a hatarok eltolodasa miatt a determinisztikus modell altal josolt stabil
tartomany instabilla valhat. Ezekben a pontokban 100 trajektoriat szimulaltunk megfeleléen hosszu ideig és
az eredmények atlagat valamint szdrasat vizsgaltuk (lasd 2. abra jobb).
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2. dbra: bal: Forgacsolas stabilitasi térképe. A feketével jeldlt vonal a determinisztikus modell stabilitasi
hatarat jeloli. Jobb: Szimulacios eredmények egy instabil ,, 4" és egy stabil ,,B” pontban 6 = 0.5
zajintenzitas mellett. Az alkalmazott bazisfliggvények szdman + 1 = 24.

4. OSSZEFOGLALAS

A kollokacios modszerrel hatékony numerikus megoldast kaphatunk sztochasztikus rendszerek
stabilitasi tulajdonsagaira. A determinisztikus modellel meghatarozott stabilitdsi hatarok eltolédnak a
rendszerhez adott zaj intenzitasatol fliggéen, amely jelenséget szimulaciokkal is igazolhatjuk.

Kollokaciés modszerrel ugyanazokat a stabilitasi hatarokat kapjuk az esztergalas determinisztikus
modelljére, mint szemidiszkretizacidval, vagy D-szeparacioval. A sztochasztikus modell is j6 egyezést mutat
a referencia szdmitasokkal. A mddszer jelenleg is fejlesztés alatt all, de az eddig tesztelt mechanikai
rendszerekre jol alkalmazhat6 és megbizhaté eredményt ad.
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