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Abstract

The development of constitutive models is challenging due to the complex, path- and time-dependent nonlinear
behavior of materials, making purely analytical approaches difficult. Numerical solutions often require
solving nonlinear equations, which can be computationally demanding, especially in finite element simulations.
Data-driven methods offer a promising alternative by creating accurate models from large and diverse datasets,
even for unknown nonlinear systems. Using a well-known one-dimensional elastic-plastic model, we generate
sample data to validate this approach. The goal is to model the next state as a function of past states and current
strain, requiring high accuracy to prevent error accumulation. We implement and optimize several neural
network-based approaches and compare their efficiency.
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Kivonat

A mechanikai konstitutiv modellek fejlesztése kihivdst jelent, mivel az anyagok osszetett, iit- és iddfiiggd
nemlinedris viselkedést mutathatnak, ami megneheziti az analitikus megkozelitést. A megolddsok gyakran
nemlinedris egyenletek numerikus megolddsat igénylik, ami jelentds szamitdsi igénnyel jarhat, kiilonosen
végeselemes szimuldciok esetén. Az adatvezérelt megkozelités viszont lehetdséget ad arra, hogy nagyméretii és
vdltozatos mintaadat alapjdn pontos modelleket alkossunk, még ismeretlen, nemlinedris rendszerek esetén is.
Egy ismert egydimenzios rugalmas-képlékeny anyagmodellt haszndalunk, amely numerikusan megoldhato, igy
tetszoleges szamii mintaadat eldallithato a modszer validaldasara. A cél a kévetkezd dllapot modellezése miiltbeli
dllapotok és az aktudlis alakvaltozas fiiggvényében, amely nagy pontossdgot igényel a hibak felhalmozoddsa miatt.
A dolgozatban t6bb neurdlis hdlon alapulé megkozelitést vizsgalunk, optimalizalunk, majd 6sszehasonlitjuk azok
hatékonysagat.

Kulcsszavak: adatvezérelt, neurdlis hdl6zat, LSTM, végeselem moddszer, anyagmodell

1. BEVEZETES

A konstitutiv modellek fejlesztése egy nagyon fontos, viszont ugyanakkor egy kiemelkedSen nehéz
feladat is, hiszen az alapanyag viselkedése rendkiviil Osszetett €s ebbdl kifolySlag a legtobb anyag a modellezni
kivant tartomanyban erGs nemlinedris viselkedést mutathat, ami megneheziti a tisztan analitikus megkozelitést.
Tovéabba az analitikus modellek alkalmazdsa esetén gyakran nemlinedris egyenletek numerikus megolddsahoz
kell folyamodnunk, ami egy sok elembdl és idS1épésbdl all6 végeselemes szimuldcid esetén viszonylag magas
szamitasi igénnyel birhat, ugyanis ezek megoldasa szintén csak numerikusan, iteracio6 segitségével lehetséges.
Egy megoldés lehet ezekre a nehézségekre az adatalapti megkozelités, ugyanis lehetGséget biztosit arra, hogy
pusztin kell§ mennyiségl és megfelelGen véltozatos minta adat alapjdn pontos modelleket hozzunk 1étre. Az
adatalapti modellezés legelterjedtebb és legszélesebb korben alkalmazott eszkdzei a neurdlis hdl6zatok, melyek
legfébb elénye, hogy megfeleléen megvalasztott adatok €s optimalizacios eljaras segitségével képesek akar
ismeretlen, nemlinedris viselkedést mutaté rendszerek pontos modellezésére is. Viszont a legkézenfekvsbb
elényiik, akkor mutatkozik meg, amikor a konstitutiv modellek végeselemes szimuldcidkban torténd alkalmazdsat
vizsgaljuk.
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Ezeket az el6nyoket mar viszonylag koran felismerték. Az irodalomban Ghaboussi 1991-es munkéja [1]
szadmit az uttorének ebben a témdban. Azdbta ez a teriilet, a tobbi neurdlis halok alkalmazdséra alapul6 teriilethez
hasonléan, rohamosan novekvd tendencidt mutat. A teriilet fejlédését és a kiilonbozd megkozelitési modok
0sszegzését remekiil koriiljarja Dornheim 2024-es irodalmi attekintSje [2].

Esetiinkben egy egydimenzids rugalmas-képlékeny anyagi viselkedést probdlunk majd reprodukalni, mely
egy allapotfiiggd viselkedés, hiszen a folydshatért elérve az anyag valasza nemcsak a pillanatnyi terheléstdl,
hanem az el6z6 4llapotoktdl is fiigg. Altaldnosan az 4llapot fiiggést a legegyszertibben az aldbbi egyenlet szerint
fogalmazhatjuk meg:

Ont+1 = f(On,ens1), n={123,...}. @))]

Ezzel a megkozelitéssel, és az irdnyitastechnikai feladatokkal valé parhuzamba 4llitassal mar a 1998-ban
Furukawa munkdjaban [3] is taldlkozhatunk. A korai munkdk [1], [3], [4] esetén sikeriilt interpolativan
eredményes modelleket alkotni. A kés&bbiekben mar természetesen sziilettek extrapolativ médon alkalmazhaté
modellek is, melyek esetén pontossdg érdekében gyakori megkotés a szigorian meghatdrozott karakterisztikdja
terheléstorténetekre valé alkalmazhatésag. Példaul Gorji [5] munkdjdban egy rugalmas-képlékeny, sikfesziiltség
feladatot vesz példaként és oly mdédon generdl terhelés idGsorokat, hogy azok a fémek megmunkalasa soran
jellemzden elfordulé terheléstorténeteket tiikrozzenek. A metddus esetiinkben is hasonl6 lesz, viszont ebben a
dolgozatban nagyobb hangsilyt kap a véltozatos terheléstorténetre vald alkalmazhatdsdg, ugyanis igy biztosithatd
az, hogy a modell ne illeszkedjen tiil a bemend adatokra és ezaltal magat a belsd, hattérben htizédé torvényt
modellezze.

A kordbban emlitett munkak mind egyszerti MLP (Multi Layer Perceptron) hdlézatokat hasznaltak a
modellezésre, ugyanakkor 1éteznek olyan halézatok is, amelyeket célszerint sorok modellezésére fejlesztettek ki,
ezek az RNN (Recurrent Neural Network) halézatok, melyek mér alapvetSen dllapotfiiggd viselkedéssel rendel-
keznek. Bar kisebb szdmban, de 1éteznek olyan publikacidk is, ahol ilyen rekurrens hal6zatokkal prébalkoznak
konstitutiv modellek létrehozdsara, egy korai példa erre [6]. Az LSTM (Long-Short Term Memory) hédlézat egy

tovabb fejlesztett és széleskorben alkalmazott rekurrens hilézat, LSTM-el torténd modellezésrdl olvashatunk
Zhang [7] és [8] cikkében.

Ahogyan mdr hangsulyoztuk, ebben a munkdban igyeksziink minél ltalanosabban megkozeliteni a
problémat, hiszen igy lehetSségiink nyilik arra, hogy ne csak a neurdlis halé alapd konstitutiv modellezés
teriiletén elért eredményekre tdimaszkodjunk, hanem figyelembe vegyiik a nemlinedris diszkrét dinamikai
rendszerek €s idGsorok neurdlis hdlézatokkal torténd modellezésében elért eredményeket is, mint példaul
Gonzalez [9] munkdjat, melyben felméri a klasszikus struktirdk modellezési lehetSségeit a diszkrét dinamikai
rendszerekre vokapocsnatkozélag. Emellett az olyan értekezések esetén, ahol ugyancsak rugalmas-képlékeny
modellt jarnak koriil, egyardnt a régebbi [3], illetve Gjabb [5] publikdcidk esetén a modell tanitdsa sordn
felhasznéljdk a felhalmozddott képlékeny alakvéltozdst is. Mi arra toreksziink, hogy egy 4ltaldnosan hasznélhat6
modellezési metédust alkossunk, mely fiiggetlen a belsé valtozoktdl, ezért mi kizardlag a fesziiltség és
alakvaltozas értékeket hasznaljuk fel a modellalkotds sordn.

2. A PROBLEMA FELVETESE

Egy végeselemes szimuldci6 sordn az a célunk, hogy az U csomdponti elmozdulds vektor és az F
csomoponti erd vektor segitségével kifejezett rendszer egyenletet megoldjuk. Ehhez el6szor kapcsolatot kell
teremteniink a két vektor kozott. Ezt gy tudjuk megtenni, ha elemenként felirjuk a szerkezeti egyenstily egyenletét.
A belsé fesziiltségekbdl eredd erdk kifejezéséhez sziikségilink van az elemre vonatkozé alakvéltozasi és fesziiltség
értékekre, melyek kifejezéséhez el6szor a csomoéponti elmozduldsok és a megfelel§ IN interpolaciés matrix
segitségével elballitjuk az elem elmozduldsmezejét mint w = INU. Ezt kovetSen a megfeleld alakvaltozds
definicié és az annak megfelelGen definialt D elmozdulds-alakvéltozas matrix segitségével elGallitjuk az
alakvéltozas vektoros alakjat mint e = Du = N DU := BU. Az igy el&illitott alakvaltozasbdl a konstitutiv
modell segitségével fejezhetd ki a fesziiltség, mely a legegyszeriibb, dllapotfiiggetlen nemlinearitast feltételezve
nem jelent mds mint, hogy

o = f(e). )

Természetesen ezt a kapcsolatot komplexebb, dllapotfiiggd modellek esetén akér egy kozonséges differenci-
dlegyenlet is definidlhatja, mely esetekben értelemszertien tobbnyire diszkretizaldssal tudjuk megoldani az
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egyenletet. Ezt kovetden felirva a szerkezeti egyensily egyenletét, a probléma a [10] konyvben szerepl6 médon
egy
P(U)=F 3)

alakud nemlinedris egyenletrendszerként fogalmazhaté meg. Léthatd, hogy a konstitutiv modell nemlinearitdsa
mindenképp nemlinedris egyenletek megoldasahoz vezet, melyek megoldésa iterativan lehetséges, példaul a
Newton-Rhapson iterdcidval, vagy az arc-length mdédszerrel. Nagyobb elmozduldsok esetén, ezen médszerek
konvergencidjinak segitésére, gyakran alkalmazzak a ndvekményes terhelés médszerét, mely még egy tovabbi
iterdcids ciklust eredményez a megoldds soran. Itt fontos kiemelni, hogy az emlitett médszerek esetén sziikségiink
van a konstitutiv modell derivaltjara is, mely a neurdlis hal6 alapi modellek esetén is rendelkezésiinkre 4ll,
hiszen a tanitdsuk is a differencidlhatésdgon alapszik.

Amennyiben egy a dolgozatban is vizsgélt modellhez hasonld, egydimenzids rugalmas-képlékeny modellt
vesziink, ahol mondjuk a rugalmas alakvaltozashoz tartozé rugalmassigi modulusz £ €s a folyashatar valtozasat
a A felahalmozddott egyenértéki képlékeny alakviltozas fiiggvényében egy nemlinedris Y (\) fiiggvény irja le, a
numerikus megoldas sordn, a felhalmozdédott képlékeny alakvaltozds inkrementjét a

|0 + EAe| — EAN— Y (A + AN) =0 (4)

alakd nemlinedris egyenletbdl tudjuk kiszdmolni. Viszont ennek a megolddsa szintén egy iterativ numerikus
megoldét igényel. Példdul ez az iterdcié megkeriilhetd a neurdlis hélé alapi modellekkel, ugyanis a tanitdst
kovetSen azok mikodése egyenes vonald.

3. A PROBLEMA ALTALANOSITASA

A végeselemes megoldd szemszogébdl egy alakvaltozds vezérelt anyagmodell, egy matematikai értelemben
vett diszkrét dinamikai rendszerként, egy alakvéltozds id&sor ismeretében 4llit el§ egy fesziiltség idGsor vélaszt.
Az alakvaltozast tekinthetjiik egyfajta bemenetnek, mig a fesziiltséget egyfajta kimenetnek. Vegyiink egy
altalanos, nemlinedris, ismeretlennek tekintett sebességfiiggé modellt:

& =(0c8). 5)

Ez azt feltételezi, hogy a viselkedés modellezhetd a fesziiltséggel, alakvaltozassal, valamint ezen mennyiségek
id@szerinti megvaltozdsaval. A fenti Osszefiiggés, az id§ derivaltak k-ad rendd kozelitése utdn, atalakithatd
a (6) és (7) éltalanos diszkrét alakokra, mely 4dtalakitds sordn csak azt tartjuk szem elStt, hogy mi minek a
fliggvénye, ugyanis a neurdlis hdl6 szemszogébdl ez lesz majd a 1ényeges. Fontos tovabbd azt is belétni, hogy
k-ad rendd derivalt kozelités esetén, k darab kezdeti fesziiltség értékre van sziikségiink a kezdeti érté€k probléma
megolddsihoz.

k

Ont1 = Zai “On—i + f ({Ui}?:n—lw {e: ?:t}—k) ’ 6)
i=0
Ony1 = I ({O-i}?:nfkv {ei ?I;—k) , Q)

ahol {a; }¥_ a derivalt kozelitést definidl6 egyiitthatok. Ebben a két formaban az ismeretlen fiiggvények a kimenet
és a bemenet adott hosszisagi multjatdl, valamint a pillanatbéli bemenettdl fiiggenek. Amennyiben magat a
kapcsolatot is id6fiigg6ként definidljuk, tigy a modellt a (8) és (9) dltaldnos alakokban is megfogalmazhatjuk.

k
On+1 = Zai “On—it fn <{Ui}§:07 {ei ?;Lol> ) (®)
=0
o1 = B ({o:} o {21) ©

Ilyenkor az ismeretlen fiiggvények, csak a k darab kezdeti kimeneti értéktél, valamint a bemenet teljes multjatdl
fliggenek. Ebbdl a négy alakbdl fogunk kezdeti megfontoldsokat tenni a modellek kialakitdsaval kapcsolatban.
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4. LEHETSEGES MEGOLDASOK

Kozelitendd anyagi viselkedésnek jelen esetben célszer( egy analitikus modell éltal leirt viselkedést
vélasztani, ugyanis ez is elegendd az adatalapi anyagmodellezés mddszerének validalasdhoz, viszont lehetGséget
biztosit mérések nélkiil, pusztin szimul4cié altal, korlatlan mennyiségtl fesziiltség-alakvaltozas idGsorpar
létrehozdsara, ezdltal a modell tanitdsdhoz és annak a teszteléséhez sziikséges adatmennyiség is adott. Mi egy
egydimenzids rugalmas-képlékeny Swift-modellt vdlasztunk kozelitendd, "ismeretlen” viselkedésnek, mely
esetén a folydshatdr valtozasat a (10) egyenlet irja le.

Y(e) = a- (0 +2)" (10)

Ekkor numerikus algoritmus segitségével képesek vagyunk tetszleges alakvaltozds (bemenet) torténet
esetén elddllitani a neki megfeleld fesziiltség (kimenet) valaszt. Viszont egy adatalapi modell alkotdsdhoz
viszonylag sok véltozatos és ugyanakkor életszer(i kimenet-bemenet parra lesz sziikségiink, ezért ezen feliil
sziikséglink lesz egy médszerre, amivel képesek vagyunk véletlenszeri bemeneteket késziteni. Mivel a kezdeti
alakvaltozasok nulldk, ezért célszerd a bemenetet kiilonbozs frekvencidji szinusz fliggvények osszegeként
elééllitani, ahol ezek egylitthatéi véletlenszertien keriilhetnek majd kivélasztdsra, igy véletlen és ugyanakkor
folytonos jelek éllithatéak elS. Annak érdekében, hogy kellGen "simdk" legyenek a bemenetek, a jel generalast
ellatjuk egy feliilateresztd jelleggel. Az igy kialakitott generdldsi médot a (11) egyenlet ismerteti. Valamint a
1. abran lathat6 egy példa jel is, mely ezzel a médszerrel lett 1étrehozva.

N

ag . k —
Ep = E — -sin | 2mn— |, n € 1,T. (11)
kp N
k=1
Coefficients Strain signal
075 02
0.50 1 014
a
kP 025 - &n o4
0.00 o 4
—0.25 4 oo 4
0 20 4 60 80 100 0 25 50 75 w0 125 150
k n

1. dbra. Példa véletlenjel generdldsra. Bal: a szinusz hullamok egyiitthatéi. Jobb: az eredményezett jel

Ilyen médon generdlunk ns4ympies = 200, egyenként 7' = 150 idS1€pésbdl dll6 bemenet-kimenet pért
(0sszesen 200 x 150 = 30000 adatpont), majd cél szerint felosztjuk tanité (165), validdcids (25) és teszt (10)
halmazokra. A tanitd és validdciés adatok a modell 1étrehozdsat szolgéljak, mig a teszt adatok pedig a hélé
(tanité adatoktdl fiiggetlen) kiértékelését. Ezen feliil, ugyancsak kiértékelési céllal még létrehozunk egy a
generdlasi modtol fiiggetlen és eltérd hosszisdgi 1" = 400 id61épésbdl allé benchmark bemenet-kimenet part is.
A kiértékelés sordn figyelembe kell venniink még azt, hogy mi nem csak egyszertden predikciéra, hanem szimu-
l4cidra alkalmas modellt szeretnénk alkotni. Ez azt jelenti, hogy a modell 4ltal tett predikci6é pontossdga nem
csak egy 1épés elbrejelzésére kell elfogadhato legyen, hanem a kezdeti értékekbdl kiindulva kell§ pontossaggal
kell tudja eldre jelezne a rendszer altal adott idGbeli vdlaszt. Ezért a késGbbiekben szerepld hibamértékek nem a
halé kozvetlen pontossdgara vonatkoznak, hanem a halé éltal szimuldlt idGsor és a valds idGsor kozti eltérésre.
Tehat ezek a hibaértékek mar magukban hordozzék a hdl6 hibdjanak a szimulaci6 sordn torténd felhalmoz6dasat is.

A korabbi diszkrét alakokbdl kiindulva, négy kiilonb6z6 modellezéssel fogunk prébédlkozni. Egyarant
prébéljuk memoria nélkiili neurdlis hdlé architektirdval (MLP) modellezni a fesziiltség értéket (6) és a fesziiltség
inkrementet (7), illetve memoriaval rendelkezd neurdlis hald architektiraval (LSTM) ugyancsak a fesziiltség
értéket (8) és a fesziiltség inkrementet (9). Annak érdekében, hogy megtaldljuk a legeredményesebb konstrukciot,
mind a négy esetben meg fogunk vizsgilni tobb halé struktirdt. Ennek érdekében paraméterezhetdvé tessziik
a rétegek szdmat ¢, illetve a rétegek neuronjainak a szdmat p, valamint a modell "emlékezetét" azaz, hogy
hany multbéli 1€pést vegyen figyelembe a modell k. Mind a négy esetben tobb modellt is betanitunk mind
a harom paraméter mentén, fejenként 100 epoch-ig. Majd az igy keletkez6 modellek alapjan prébdlunk
valamilyen kovetkeztetést levonni a paraméterek hatdsat illetGen, a modell struktdrdjdra vonatkozélag. Ez a
vizsgdlat figyelhet6 meg az inkrementdlis MLP halézat példajan a 2. dbran, ahol a halé dsszparaméter szamanak
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fliggvényében dbrizoltuk az inkrementdlis MLP modellek pontossdgét a teszt és benchmark halmazokon. Ezt
kovetSen, paraméterenként csoportositva a hibaértékeket, vettiik az igy alakult csoportok kozépértékeit és
osszekotottiik Sket. Igy megsejthetd a ¢ paraméter novelésének negativ, mig a p paraméter novelésének pozitiv
hatdsa a hibamértékre. Ezalapjan vélhetSen nagyobb p €s kisebb ¢ értékekkel lehet érdemes prébalkozni.
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2. ébra. k,p és q hatdsa inkrementdlis MLP modellek esetén

5. OSSZEGZES

Mind a négy modellezési metddusra tanitottunk egy modell halmazt, majd vizudlisan prébéltuk megsejteni
az idedlis struktdrat és finomitottunk a vélhetGen legjobban illeszked§ modelleken. Az igy keletkezett modellek
koziil a teszt halmazon legjobban teljesitd modelleket a 1. tdbldzat, mig a benchmark halmazon legjobban
teljesitGket a 2. tablazat szamszertleg 0sszegzi. Emellett a modellek vizualis kiértékelése is lathat6 a 3. dbran.
Lathatd, hogy a teszt halmazon legjobban teljesité modellek a hosszban és karakterisztikdban teljesen fiiggetlen
benchmark adathalmazon mdar nagysdgrendileg rosszabbul teljesitenek. Ezzel szemben a benchmarkon jél
teljesitd modellek, a teszt halmazon is jol teljesitenek. Ez alapjén kijelenthetS, hogy a benchmark szerint vett
legjobb modellek jobban kozelitik a modellezni kivant "ismeretlen" viselkedést.

1. tabldzat. A legjobb modellek a teszt halmazon

Hilozat Moédszer Epoch | (k,p.q) | "params MSFE, s M S Eypenchmark
MLP Direkt 50 (4,3,2) 52 1.944 x 1073 | 10.955 x 1073
MLP | Inkrementédlis | 200 | (7,8,3) 281 [ 1.147 x 1073 | 8.369 x 1073
LSTM Direkt 100 | (4,10,2) | 1531 | 0.466 x 1073 [ 59.276 x 1073
LSTM | Inkrementdlis | 100 | (4,8,2) | 1033 | 2224 x 1073 | 364.714 x 1073

2. tdblazat. A legjobb modellek a benchmark halmazon

Hil6zat Moédszer Epoch | (k.p,q) | params MSE;. . MS Evenchmark
MLP Direkt 150 | (2,8,2) [ 129 4.881 x 1073 | 7.312x 1073
MLP | Inkrementdlis | 150 | (7,8,3) | 281 2452 x 1073 | 4.184 x 1073
LSTM Direkt 50 | (7,32) | 244 2.987 x 1073 | 6.925 x 1073
LSTM | Inkrementalis | 100 | (9,3,2) | 268 | 12.621 x 1073 | 32.555 x 1073

Az 4ltalunk kitalalt bemendjel generdldsnak €s paraméterbecslésnek kdszonhetSen sikeriilt tobb olyan
modellezési metddust is alkotni, amely mell6zi a belsS valtozok haszndlatat és a tanité adatokra val tdlilleszkedés
nélkiil, szimuldcids értelemben véve is kellden pontos modelleket tud eredményezni. Ezek koziil a legeredmé-
nyesebb met6dus a (7,8,3) inkrementélis MLP, mely esetén a hiba mind a benchmark, mind a teszt halmazon
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0.5% alatt van. Ugyan egy elméleti anyagi viselkedésre alkottunk modellt, viszont az altalunk bemutatott
moédszer atiiltethetd barmilyen anyagi viselkedésre, amelyet képesek vagyunk megmérni, hiszen a probléma
alaptermészete minden anyag esetén hasonld. Ez lehet8séget ad a nehezen modellezhetd, er6s nemlinearitast
mutaté anyagok eredményes modellezésére. Mind emellett mivel diszkrét rendszerként modelleztiik az anyagot,
igy a modell egyenesen alkalmazhat6 egy végeselemes szimul4cié sordn.
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3. dbra. Bal: a teszt halmazon legjobban teljesitd modellek vizudlis kiértékelése a teszt halmaz elsé iddsoran.
Jobb: a benckmark halmazon legjobban teljesitd modellek vizudlis kiértékelése a benchmark halmazon
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