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Effect of sampling on the vibration characteristics of mechatronic
systems

NAGY Vanda Orsolya' hallgaté, Dr. BUDAI Csaba® egyetemi docens

Mechatronika, Optika és Gépészeti Informatika Tanszék, Budapesti Miiszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem,
Gépészmérnoki Kar, 1111Budapest, Miegyetem rakpart 3.

Abstract

Sampling has a significant effect on the stability of mechatronic systems and the characteristics of the resulting
vibrations. The present paper investigates these vibrations, through the discrete-time state feedback position
control task of a one-degree-of-freedom device. The aim is to map the different characteristics and the possible
ranges of the parameters describing them. The results can be used, for example in haptic systems where the
position or trajectory to be realised depends on the properties of the virtual environment.

Keywords: sampled-data system, discrete-time control, position control, multi-frequency vibrations, state
feedback control

Kivonat

A mintavételezés jelentosen befolydsolja a mechatronikai rendszerek stabilitasat és a kialakulo rezgések
tulajdonsagait. Jelen tanulmdny egy egy szabadsagi foku eszkoz diszkrét idejii allapot-visszacsatolason
alapulo pozicioszabalyozasi feladatan keresztiil vizsgalja ezeket. A cél a kiilonbozé karakterisztikik és az
ezeket leiro paraméterek lehetséges tartomanyainak feltérképezése. Az eredmények hasznosithatoak peldaul
haptikus rendszerekben, ahol a megvaldsitandé pozicio vagy pdlya a virtudlis kornyezet tulajdonsagaitol fiigg.

Kulcsszavak: mintavételes rendszer, diszkrét idejii szabalyozas, pozicidszabalyozas, tObbfrekvencias
rezgések, allapot-visszacsatolason alapul6 szabalyozas

1. BEVEZETES

Napjainkban a szabalyozasi feladatok szinte kizardlag valamilyen digitalis eszkdz felhasznalasaval
keriilnek megvalésitasra. igy az eredd, szabalyozott rendszer viselkedését is befolyasolja a megvalositott
szabalyozo diszkrét idejii miikodése. Erdemes megvizsgalni, hogy ennek hatdsara milyen lengésképek
alakulhatnak ki, a szabalyozasi paramétereknek megfelelden. Allapotvisszacsatolason alapuld szabalyozas
esetében a rendszer viselkedését leird polusok megvalaszthatoak, igy befolyasolva a rendszer valaszat. Ennek
megfelelden vizsgalhatd, hogy a létrejovo rezgések milyen tulajdonsagokkal rendelkeznek, azaz milyen
csillapitatlan korfrekvencia — relativ csillapitas par vagy, tobbfrekvencids rezgésen esetén, parok irjak le.
Mindez tébbek kozott akkor hasznalhaté fel, ha példaul haptikus rendszerek esetén a cél az, hogy egy adott
palya, pozicié valésuljon meg. Leggyakrabban ezekben az esetekben a feladat, hogy a valds kornyezet
mintajara létrehozott virtualis kornyezet tulajdonsagainak megfelelden térténjen az adott pozicioba jutés, tehat
a megfeleld palya legyen megvaldsitva. Ebben jelenthet segitséget a valasz és a szabalyozasi paraméterek
kapcsolatanak ismerete.

A tanulmény soran el6szor bemutatasra keriil az egy szabadsagi foki eszkozt leird modell, majd a
tervezett allapotvisszacsatolason alapuld szabalyozas. Ezek utan a rendszer stabilitdsanak vizsgalata
kovetkezik, majd a rendszer viselkedését megado polusparok és azok kapcsolatanak tovabbi vizsgalata és a
stabil tartomany ezek mentén torténd felosztasa. Végiil a felosztott stabil tartomany egyes zonaira jellemzo
rezgések részletesebb vizsgalata kovetkezik, mely soran ezeket a rezgéseket leird paraméterparok viszonyai €s
értékeik lehetséges tartomanyai keriilnek meghatarozasra.
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2. A VIZSGALT, EGY SZABADSAGI FOKU ESZKOZ MODELLJE

Jelen tanulmany kozéppontjaban egy haptikus interakciora is alkalmas berendezés all, amelyet a
Stanford Egyetem nyilt hozzaférésti Hapkit eszkoze ihletett [1]. A vizsgalt eszkoz szerkezeti vazlataaz 1. abran
lathato, amely egy két részbdl allo (handler €s body) inverz ingaként modellezhetd, igy a modellezés soran
célszerti a forgaspontja mentén két részre bontani.

}_‘
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1. abra. Az eszkoz modellezése
A vizsgélt eszkdz bemenetének a ra hatdo My, nyomaték tekinthetd, tovabba a rendszer leirdsdhoz valasztott
allapotvaltozok a ¢ (t) szogelfordulas, illetve a ¢ (t) szogsebesség. Igy a rendszer folytonos idejii
x(t) = Ax(t) + Bu(t) (D
allapotegyenlete az alabbi alakban irhato fel

) [
x(t) X(t) "l;

ahol K az inga merevségét és J pedig az inga tehetetlensegl nyomatékat jel6li, amelyek az alabbi 6sszefliggések
szerint hatarozhat6ak meg,

QDEg] [ ]Mbe(t) (2)
u(t)

] = Bh + Bb + mhlﬁ + mbltz), (3)
K = (myl, —myly)g, 4)

ahol 6, és 6, a fels6é (handler) és az als6 (body) részek tehetetlenségi nyomatékai, my, és my, a két rész tomegei,
I, és I, a sulypontok (S}, és S,) O forgasponttol vett tavolsagai, illetve g a nehézségi gyorsulas. A rendszer
kimenetét az inga fliggbleges tengellyel bezart szoge adja.

3. DISZKRET IDEJU ALLAPOTVISSZACSATOLASON ALAPULO
SZABALYOZAS TERVEZESE ES VIZSGALATA

A kovetkezOkben bemutatasra keriil az allapotvisszacsatolason alapuld diszkrét idejii szabalyozas
tervezése. A szabalyozas megvalositasa napjainkban valamilyen digitalis eszkdzon keresztiil megy végbe,
tehat a beavatkozas mértéke csak az adott idokdzonként mintavételezett jelek alapjan és csak ezekben az
id6pillanatokban valtozhat meg. Ebb6l adodbéan a szabalyozasi paraméterek joval kisebb tartomanybol
valaszthatoak, mint folytonos idejli szabalyozas esetén. Ennek megfelelden a vizsgalt, diszkrét idejii rendszer
stabilitasvizsgalatat célszerli elvégezni.

3.1. Mintavételes szabalyozas tervezése a folytonos idejii szabalyozott szakazhoz

Ahhoz, hogy a szabalyozast meg lehessen valositani, a rendszernek allapotiranyithatonak kell lennie.
Ezt a Kalman-féle rangfeltétel [2] segitségével lehet megallapitani, amely alapjan egy rendszer akkor
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iranyithatd, ha az M, iranyithatosagi matrix rangja megegyezik az n allapotvaltozok szamaval. A vizsgalt
rendszer teljesiti a feltételt, tehat iranyithatd. Ezt kovetéen megvalaszthato a szabalyozasi torvény, amely jelen
tanulmany soran az allapotvisszacsatolason alapulo6 szabalyozas [2], amely esetében a szabalyozasi térvénynek
megfelelden a rendszer bemenete

u(t) = Kr(t) — Kx(t), (6)

ahol K a visszacsatolasi matrix, K, a statikus alapjelkompenzaciot megvalositd matrix.

A szabalyozasi torvény valamilyen digitalis eszkdzon keresztiil keriil megvalositasra, igy maga a beavatkozo
jel diszkrét idejti, ahogy azt a 2. abra is szemlélteti, igy egy nulladrendii tartora (ZOH — zero order hold) van
sziikség, mely ugy teszi folytonossd a jelet, hogy az adott mintavételezési pillanatbeli értékét megtartja a
kdvetkez6 mintavételezési pillanatig [3]. Tlletve az allapotok visszacsatolasahoz mintavételezésre van sziikség,
mivel maga a szabalyozas diszkrét idoben valosul meg. A 2. abran zo6lddel bekeretezett részt diszkretizalva
megkaphato6 a diszkrét idejii allapottérmodell, az allapotegyenlet ekkor

x[k + 1] = Ay x[k] + By u[k] 7

alakban irhato fel, ahol
Ag= e™, B, =A'(A;— DB, C;=C =[10] (8)

és T a mintavételezési id6. Az iranyithatosagi matrix ebben az esetben is felirhatd Ay és By segitségével. fgy
létrehozhat6 a diszkrét ideji allapotvisszacsatolas.

y(t)
C +——

r[k]

—>

2. abra. A mintavételezett szabalyozasi kor

3.2. Mintavételes rendszer stabilitasvizsgalata

Folytonos idejti, LTI rendszerek esetén a rendszer stabilitisa a rendszer pélusainak vizsgalata alapjan
allapithato meg, amelyeket az alabbi
p(s) :=det(sI—A) =0 (8)
un. karakterisztikus egyenlet megoldasaiként lehet meghatarozni. Ebbél koévetkezik, hogy a poélusok a
rendszermatrix sajatértékei lesznek. Folytonos id6ben a rendszer akkor lesz aszimptotikusan stabilis, ha a
polusok valds része a negativ félsikon helyezkedik el.

7= eST
Ir? Im
| © b ®
: Re | 1 Re
i -IC
e
s = %ln(z)

3. abra. Stabil polusok tartomanya folytonos, illetve diszkrét LTI rendszerek esetén

Mivel a szabalyozas diszkrét idében kerlilt megvalodsitasra a stabilitast is érdemes diszkrét idében vizsgalni.
Ebben az esetben az s; polusok az exponencidlis fliggvénynek megfeleléen a z tartomanyban z; = e5i®
polusoknak felelnek meg. A leképezésbdl adodik, hogy a diszkrét ideji LTI rendszer akkor stabil, ha a polusok
a komplex egységkoron beliil helyezkednek el [4], ahogy azt a 3. abra mutatja.
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A rendszer stabilitasi tulajdonsaga a polusok konkrét ismerete nélkiil is meghatarozhaté, az un. Routh-
Hurwitz kritérium segitségével [5]. A kritérium segitségével azonban a pélusok valds részének elbjele
vizsgalhato, tehat a |z;| < 1 feltétel nem. A kritérium alkalmazasahoz Mobius transzformaciot [6] kell végezni
a p(z) karakterisztikus polinomon. A kritérium alapjan harom hataroloegyenes adodik, melyek meghatarozzak
a stabil tartomanyt.

A stabil tartoméanyon beliil tovabb vizsgéalhatéak a polusok, legyen szd ezek egymadssal valo
kapcsolatarol, illetve arrdl, hogy valos vagy komplex szdmok-e. A karakterisztikus polinomra felirhatoak a
Viete-formulak, ezzel vizsgalva a gyokok kapcsolatat, illetve a diszkriminans (A) vizsgalataval a komplex
konjugalt gyokparok is elkiilonithetéek. Azt lehet tapasztalni, hogy a szabalyozasi paraméterek (K =
[kp kq]) fiiggvényében a stabil tartoményt hat tovabbi zénara lehet felosztani, ez lathato az 4. dbran.

ks [Nms
g Fa [Nows]
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—_ 21+ 29
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0, 0002 )
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4. abra. Stabilitastérkép, T = 1 [s] mellett

4. MINTAVETELES RENDSZER REZGESI TULAJDONSAGAINAK
VIZSGALATA

Az el6z0 fejezetben bemutatasra kertilt a stabil tartomany részegységekre bontasa, annak megfelelGen,
hogy milyen tipust a polusok jellemzik az adott tartomanyrészt. A polusok ugyanis erésen befolyasoljak a
lengésképet, igy meghatarozzdk a beallasi karakterisztikat [7]. Az egyes tartomanyokra jellemzd
lengésképeket, illetve a hozzéjuk tartozo polusparokat az 5. abra szemlélteti.
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5. abra. Poluspdrok csoportositdasa a stabil altartomdanynak megfelelGen

4.1. Lengésképeket leiré paraméterek

A kialakulo lengésképek alapvetden két paraméterrel jellemezhetoek, ezek a csillapitatlan
sajatkorfrekvencia (w,) és a relativ csillapitasi tényezé (¢). Ahhoz, hogy ezeket meg lehessen hatarozni, elsé
1épésben a diszkrét idejli polusokat at kell transzformalni folytonos iddbe az
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1
s =—[In(p) + 9] 9
egyenlet segitségével. A folytonos idejli polusok felirhatoak az alabbi alakban

S12 = —Cwp £ W 1- {2 L. (10)

Amennyiben az adott zonabeli folytonos idejli polusok ismertek a diszkrét ideji polusok nagysaganak (p) és
fazisszogének (V) figgvényében, akkor a rezgést leird paraméterek is kifejezhetdek ezek altal. Mivel a diszkrét
polusok a szabalyozasi paraméterektdl fiiggenek, igy az w, — ¢ értékeket is meghatarozzak.

4.2. Komplex rezgést megvalésité tartomanyok tovabbi elemzése

Ahogyan az 5. abran is lathato, az #5, illetve #6-0s zonakban a polusok mar komplex konjugalt
gyOkparok lesznek, a megvaldsitott valasz valamilyen rezgd bedllas, s6t az #5-0s tartomany esetében az is
lathat6, hogy valamilyen tobbfrekvencias rezgés alakul ki. Tovabba a #4-es zona esetében is rezgd valasz
lathatd, annak ellenére, hogy a diszkrét idejii gyokok valosak. Ezeket a tartomanyokat érdemes részletesebben
megvizsgalni.

A #4-es tartomanyon a polusok negativ valos szamok. Folytonos idében a dominans polusok [7]

si2 =In(py) £l és s34 =In(p,) £ mi 1D

alakban irhatdak fel. Mivel 9 = T, igy a csillapitott sajatkorfrekvencia (wq = w,/1 — {? ) éallandd, ebbdl
kovetkezik, hogy a rezgést leird w, — { parok egy adott gorbe mentén helyezkednek el, amin
T

A #6-0s tartomany esetében a polusok komplex konjugalt gyokpart alkotnak és valos résziik pozitiv,
igy folytonos idében

(12)

w, =

51,2 = In(p) £ i (13)

gyokok adodnak, ahol 0 <9 < g [7]. Ez alapjan a rezgést leir6 paraméterek

w, =+/In%2(p) +9%2 és (= _ln(p) (14)

Wy

értékparok lesznek. Lathato, hogy ebben az esetben is fliggenek egymastdl az értékek, de nem egy egyenes
mentén, hanem egy tartomanyon beliil helyezkednek el.

Végiil az #5-0s tartomany vizsgalata kdvetkezik, ahol komplex gyokok jelennek meg, melyek valos
része negativ. A folytonos idejii, dominans polusok ekkor [7]

s12 =In(p) £9i és s3,=In(p) + 2r —I)i, (15)

ahol g < 9 < . A #6-0s tartomanyhoz hasonléan az

In
ong =W 0 &5 = o)

wn,l

iy =@ ¥ @Y b5 §y =~ (16)
n,2

parok egymastol fiiggenek, egy tartomanyon beliil helyezkednek el. A kiilonbség, hogy a két par dominans
polus miatt, a rezgés tobbfrekvencias, dsszetett rezgés, igy tobb paraméterrel irhato le. Erdemes megvizsgalni
a paramétertartomany hatérait is. Magat a tartomanyt az a, = 0, z; + z, = 0 egyenesek és a A = 0 gorbe
hatarolja. Ezek koziil, az a; = 0 egyenes a stabil tartomany hatara, a gyokok nagysaga, p = 1 lesz. Ebbdl
adodik, hogy

wn1 =V, wpp=2r—9 és {4 =7 =0. 17)

Mivel a pdlusok komplex konjugalt gydkparok, igy az 6sszegiik abban az esetben lehet zérus, ha a valds résziik
zérus. Ez akkor valosul meg ha 9 = g Ebbol kovetkezik, hogy ezekben az esetekben a csillapitott
sajatkorfrekvencia allando, két gorbét lehet meghatarozni
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1 ) 3r 1
——— b5 Wy, = Y——.
JI-22 v21-g
Végiil a valos és komplex gyokoket elvalaszté A = 0 gorbét lehet megvizsgalni. Ezen gérbe mentén a polinom

diszkriminansa zérus, igy a gyokok valosak és egymassal megegyezéek. Ekkor a #4-es tartomanyhoz
hasonloéan 9 = T, igy

(18)

wn,l =

NI

/[

Wp1 = Wp2 = 77—
V1-4f

gorbe adodik, ami megegyezik azzal a gorbével, melyen a #4-es tartomany paraméterparjai helyezkednek el.
A vizsgalt zonakbol 1étrehozhato rezgéseket leird w,, - ¢ értékek tartomanyai a 6. abran lathatoak.

(19)

wy, [rad/s]
A — (]
—_ 21+ 29
6t —A
JQZ?)TTZL. 21+ 22
G=FIh=1=m¢ #5
2 ”
T 6
=3 g F

0,2 0,4 06 0,8 E='F1 — -1
6. abra. w, - { ertékparok tartomanyai
5. KONKLUZIO

Az fentickben bemutatasra keriilt egy egy szabadsagi foku eszkéz modellje, majd ehhez
allapotvisszacsatolason alapuld, diszkrét ideji szabalyozas tervezése. Az elvégzett stabilitasvizsgalat alapjan
meghatarozasra kerilt a szabalyozasi paraméterek fliggvényében a rendszert jellemzo stabil tartomany. Mivel
a rendszer valasza a szabalyozason keresztiill meghatarozott karakterisztikus polinom polusaitol fiigg, igy
érdemes vizsgalni ezen polusok tulajdonsagait, egymashoz képesti viszonyukat. A polusok tulajdonsagai
mentén hat zonara oszthatdo a stabil tartomany, amelybél bemutatasra keriiltek azon térrészek, amelyek
folytonos idében komplex konjugalt gyokparral leirhato, rezgd valaszt okoznak, legyenek diszkrét idejli
p6lusok valdsak vagy komplex konjugalt gyokpar, illetve gydkparok.

A vizsgalatok alapjan megallapithato, hogy bar a kiilonb6z6 zonakbdl megvalosithatoak kiilonb6zo
karakterisztikaval rendelkez6 rezgések, de csak egy adott tartomanyon beliil (vagy akar egy gorbén) es6 w, - {
parok hozhatoak Iétre. Ezek a tartomanyok pedig egymastol elkiiloniilnek, a hatarok egyértelmiien
megadhatéak. Ez valamelyest korlatozza a létrehozhatd rezgéseket, azonban az lathatd, hogy egy egy
szabadsagi foku eszkoz diszkrét idejli szabalyozasa altal is kialakithat6ak komplex lengésképek.
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