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Abstract

The Mathieu equation is a linear differential equation with a periodic coefficient, playing an important role in the
stability analysis of parametrically excited systems. Using the Cauchy transformation, the Mathieu equation can
be rewritten as a nonlinear system of differential equations, to which we apply Carleman-linearization. However,
due to the neglect of higher-order nonlinear terms, the solution of the Carleman-linearized system does not
provide sufficiently accurate results over a broader time interval. To address this, we propose a new method that
incorporates a nonlinear mapping to improve the solution of the linearized differential equation system obtained
through Carleman-linearization. The results obtained using the latter approach show significant improvements.
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Kivonat

A Mathieu-egyenlet egy periodikus egyiitthatojii linedris differencidlegyenlet, mely fontos szerepet jdtszik a
parametrikusan gerjesztett rendszerek stabilitdsanak vizsgdlatiban. A Mathieu-egyenlet Cauchy-dtirassal
dtalakithato egy nemlinedris differencidalegyenlet-rendszerré, amelyre a Carleman-linearizaciot alkalmazzuk.
A Carleman-linearizalt rendszer megolddasa a magasabb rendii nemlinedris tagok elhanyagoldsa miatt nem
ad megfelelden pontos megoldast tagabb iddintervallumon, ezért egy nemlinedris leképezést felhaszndlva iij
maodszert javasolunk a Carleman-linearizdacioval kapott linearis differencidlegyenlet-rendszer megolddsdra. Az
igy kapott eredmények jelentds javuldst mutatnak.

Kulcsszavak: Mathieu-egyenlet, Carleman-linearizacid, nemlinedris leképezés

1. BEVEZETES

A Mathieu-egyenlet egy periodikus egyiitthat6jd linedris differencidlegyenlet. A differencidlegyenlet
megoldésai a Mathieu-fiiggvények, melyeket elséként Emile Léonard Mathieu fedezett fel 1868-ban [1],
amikor (dob) membranok rezgéseivel foglalkozott elliptikus koordindta-rendszerben. Azéta Mathieu-egyenletet
alkalmaztdk parametrikusan gerjesztett mechanikai rendszerek leirdsdra, valamint hasznélatos a hulldmterjedés
és kvantummechanika teriiletén is [2].

A Mathieu-egyenlet kivdléan bemutatja, hogy egy linedris differencidlegyenlet stabilitdsa jelentGsen
fligghet az id6fliggd egyiitthat6ja paraméterektdl, kiilonosen akkor ha az egyiitthaték periodikusan valtoznak.
Legismertebb gyakorlati példa a periodikusan valtozé felfiiggesztési ponttal rendelkez$ inga stabilitdsdnak
elemzése a paraméterek fiiggvényében [2].

A Mathieu-egyenlet a Cauchy-atirast felhasznélva atalakithaté egy nemlinedris differencidlegyenlet-
rendszerré a periodikus egyiitthaté miatt. Altaldban a nemlinedris differencidlegyenlet-rendszerek elemzése és
zért alakd megolddsa nem egyszer( feladat. Ezekben az esetekben lehetséges kozelitd megoldédst eredményezd
mddszerek hasznélata, mint péld4ul a Carleman-linearizacio.

A Carleman-lineariz4ciét Torsten Carleman dolgozta ki 1932-ben [3]. A Carleman-lineariz4ci6 sordn a
nemlinedris differencidlegyenlet-rendszer egy magasabb rendd (tobb egyenletbdl all6) linedris differencidlegyenlet-
rendszerbe dgyazhaté be. Ennek eredményeként a nemlinedris differencidlegyenletek megolddsa zart alakban
kozelithets. Fontos azonban megjegyezniink, hogy a magasabb rend nemlinedris tagok elhanyagoldsa miatt
a Carleman-linearizalt rendszerbdl szamitott kozelité€s egy hosszabb idGintervallumon egyre pontatlanabba
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vélhat [4]. Ezt a problémat prébaljuk kikiiszobolni ebben a tanulmanyban bevezetett, tn. projektiv Carleman-
linearizacio segitségével.

A konferenciacikk célja tehdt, hogy bemutassa a Mathieu-egyenlet Carleman-linearizdciéval torténd
vizsgélatét, valamint egy uj, tovdbbfejlesztett megoldasi mddszert, a projektiv Carleman-linearizciét. Ehhez
a kovetkezd fejezetben lefektetjiik a sziikséges matematikai alapokat. Ezutdn elvégezziik a Mathieu-egyenlet
Carleman-linearizaciéjat és megvizsgaljuk a Carleman-linearizalt rendszer adta kozelit§ megoldasokat. Javaslatot
tesziink a Carleman-linearizlt rendszer megoldasi médjéra a kozelits megolddsok javitdsa érdekében. Osszefoglaljuk
az eredményeket.

2. SZUKSEGES MATEMATIKAI ALAPOK

Az aldbbiakban bevezetiink néhdny matematikai jelolést és definicidt, mely segiti a Carleman-linearizacié
megértését a kovetkezSekben.

Legyenek ai,an,as3,0 €s [1,02,05,04 az y1(t),ya2(t),ys(t),ys(t) véltozok kitevsi két tetszGleges, de
kiilonboz6 esetben. Ekkor két tetszGleges monom m és mo az aldbbi alakban {rhat6 fel:

my =y (H)ya* (t)ys° ()ys* (1), Q)
ma = Y1 (5" (£)ys" (£)ys* (1), 2
Az my és mo monomok foka definicid szerint:
|mi| = oq + a2 + as + ag, 3)
ima| = B + B2 + B3 + fa. 4)
Figyelembe véve az egy valtozobdl dll6 monomok hagyomdnyos sorrendjét, azaz:
yi(t) > ya(t) > ys(t) > yal(t), S

az y1(t),y2(t),ys(t),y4(t) valtozokbol dllé my és mo monomok fokozatos lexiografikus sorrendbe éllithatéak a
kovetkezSképpen:
my > Mg, ha \ml\ < \m2|, (6)
vagy:
my > mg, ha |m| = |ma| és a; < B, dgy, hogy j =min{i|i=1,2,3,4; a; # i}, (7)
azaz az m; monom elSrébb all a sorrendben, mint az my monom.
Az y1(t),y2(t),ys3(t),ya(t) véltozok dltal N-ed rendig felirhaté monomok halmaza a kovetkezd:

4
M(N) = {y?l (t)932(t)y§3(t)yz4(t) ’ x,009,063,04 S ng Zai = ka k= 1; “ee ;N} 5 (8)
i=1
ahol felhaszndljuk az k = 1, ... N egész szam kiterjesztett partici6jat. Egy egész szam kiterjesztett particiéjdban

a tagok egyenlGek lehetnek nulldval (de legaldbb egy tag nem nulla), valamint szamit a tagok sorrendje. Tehéat a
tagok permutdciéjat vessziik figyelembe.
Az M(N) halmaz s szdmossaga:
N +4

s-#M(N)-( 4

Az el6zbek felhasznédldsdval bevezetiink egy, a késSbbiekben haszndlt, nemlinedris leképezést is. Legyen
€ = (6,62.65,64)T egy négyelemi vektor. Ekkor a nemlinedris leképezés P(€) : R — R, amely N-rendig
megadja a € vektor elemeibdl alkotott monomokat, a kovetkezGképpen irhatd fel:

>—1, (N > 0). 9)

P(&) = : (10)
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3. A MATHIEU-EGYENLET CARLEMAN-LINEARIZACIOJA

Tekintsiik az din. Mathieu-egyenletet, melynek alakja:

2"(t) + (6 + ecos(t))z(t) =0, d,¢€R, (11)

és a kezdeti feltételek legyenek:
l’l(to) = h, Jf(to) =0. (12)
A tovabbiakban megvizsgdljuk a Mathieu-egyenlet megolddsat az in. Carleman-linearizacié [3]
felhaszndlasdval. Ehhez elsGként bevezetjiik az y, (t) := x(t), y2(t) := 2'(t), y3(t) := cos(t) ésya(t) := — sin(t)

jeloléseket, ekkor a (11)-es egyenlet atirhat6 a kovetkezd alakra:

Yi(t) = ya2(t),

Yo (t) = =0y (t) — eya (D)ys(t),

Ya(t) = ya(t),

Ya(t) = —ys(t).
Ebben a 1épésben 1ényegében étirtuk a (11)-es Mathieu-egyenletet egy nemlinedris differencidlegyenlet-rendszerré.
A (13)-as nemlinedris differencidlegyenlet-rendszeren alkalmazni tudjuk a Carleman-linearizaciét, melynek
segitségével a nemlinedris differencidlegyenlet-rendszert egy magasabb rend( lineéris differencidlegyenlet-
rendszerré {rjuk at.

Jelolje z;(t) az y1(t),y2(t),ys(t),ys(t) valtozok i-edik monomjét a fokozatos lexiografikus sorrend szerint,
ekkor az yy (t),y2(t),y3(t),y4(t) valtozok legfeljebb N-ed rendd monomjait tartalmazé monomvektor:

zn(t) = (21(t),22(t), . .. ,25(1)) (14)

13)

ahol
zi(t) € M(N) és zi11(t) € M(N) Ggy, hogy z;(t) > zi+1(t), i=12,...s—1. (15)

Vegyiik a zy (t) monomvektor id§ szerinti derivaltjat és helyettesitsiik be a (13)-as egyenletek jobb oldalit,
ekkor a (11)-es Mathieu-egyenlet N-ed rendd Carleman-linearizaltja a kdvetkezGképpen irhat6 fel:

yi(t) yi ()
ya(t) ya(t)
ys(t) y3(t)
o) . o_walt)
v (¢t A A ALy yi (t
d y1(t)y2(t) 0 [ Agz ... Aoy y1(t)ya2(t)
4 _ , . (16
dt : o ‘ :
. | . | | .
) 0 10 ... lAvN /|yl
Cn
ys(t)%ivfl(t) y3(t)]yvivfl(t)
Yy (t) sx1 Yq t) sx1
2\ (t) zy (1)
aholaz A (j,k = 1,...,N) métrixok tartalmazzak a k-ad rendi monomok egyiitthatdit a j-ed rendii monomok

differencidlegyenleteihez tartozéan. A Cy matrix pedig az Gn. Carleman matrix.
A Carleman matrix elemeinek szemléltetésére vegyliik a (11)-es Mathieu-egyenlet masodrendd (N = 2)
Carleman-linearizéltjat, ami a kovetkezd alaku:

Y (t) 01 0 0,0 0O O O 0 0 0O O 0 0 yi(t)
ya(t) -5 0 0 0'0 0 — 0 0 0 0 0 0 0 ya(t)
ys(t) 00 0 1,0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ys(t)
ya(t) 0 0-10/0 0 0O 00 O0O0O0 0 0 ya(t)
O 0T 00 T2 0 0000 00 o ||
y1(t)y2(t) 00 0 0,=6 0 0 0O 1 0 0 0 0 0 y1(t)y2(t)

d | wm)ys) |_| 000000 0 0 1 0 1 0 0 0 0 y1(H)ys(t) a17)
dt | m@wys®) | 0 00 0,0 0 -1 0 0 0 1 0 0 0 v (tya(t) |
Y2 (t) 00 0 0'0 -2 0 0 0 0 0 0 0 0 Y3 (t)

Y2 (H)ys(t) 000 0i0 0O =5 0 0 0 1 0 0 0 y2(H)ys(t)
Y2 (t)ya(t) 0O 00 0,0 0O O —-50-1020 00 Y2 (t)ya(t)
(1) 00 0 00 0 0 0O0O0O0 0 2 0 y3(t)
ys(t)ya(t) 00 0 0,0 O 0O 0 0 0 0-1 0 1 ya(t)ya(t)

y2(t) 00 0 00 0 0 0O0O0O0 0 -20
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A (17)-es egyenlet megolddsa megadhat6 a kovetkez$ alakban:
zo(t) = eCNtZQ(t0>, (18)
ahol a kezdeti feltételek vektora:
25(ty) = (O,h,1,0,0,0,0,0,h2,h,0,1,0,0)T. (19)

Az 1. dbramutatjaa (11)-es Mathieu-egyenlet (fekete, szaggatott) é€s a (17)-es Carleman-linearizalt egyenlet
(z6ld) megolddsat h = 0.1 kezdeti feltétel és kiilonb6z4 ¢, € paraméterek esetén t € [0,87] idGintervallumon.
Jol lathato, hogy a Carleman-linearizaci6 csak abban az esetben ad j6 kozelité megoldast a (11)-es Mathieu-
egyenletre a teljes idSintervallumon, amikor € = 0. Az € > (0 paraméterértékekre a (17)-es Carleman-linearizalt
egyenlet ¢, = 7 ideig ad elfogadhat6 kozelitést a (11)-es Mathieu-egyenletre. Megjegyezziik, hogy € = 0
esetében nincsen nemlinedris tag az atirt (13)-as egyenletekben, azonban € > 0 esetében mar igen. Konnyen
belathat6, hogy az £ > 0 esetben a (17)-es masodrendd Carleman-linearizalt felirdsakor a masodrenddnél
magasabb rendli monomok elhanyagoldsra keriilnek, ami a pontatlan megoldast okozza t > 1, esetén.
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(a) 4m periodikus rezgés: (b) Instabil rezgés: (c) Kvaziperiodikus rezgés:
0=0.25¢=0. 0 =0.25,¢=0.5. 0=0.5¢=0.5.

1. dbra. A (11)-es Mathieu-egyenlet (fekete, szaggatott) és a (17)-es Carleman-linearizalt egyenlet
megolddsdnak (zold) dsszehasonlitdsa h = 0.1 kezdeti feltételnél, kiilonbozd 0, € paraméterek esetén t € [0,87]
iddintervallumon.

A Carleman-linearizacié N — oo esetén az eredeti nemlinedris differencidlegyenlet val6 megoldasaval
ekvivalens megoldast ad [4]. A hipotézisiink, hogy az eredeti nemlinedris differencidlegyenlet megolddsgorbéje
egy levetiilése a Carleman-linearizaciéval, N — oo esetén kapott végtelen dimenziés megoldasgorbének.
Azonban amikor NV véges, a Carleman-linearizalt rendszer megoldasként egy s dimenzids id6beli megoldasgorbét
kapunk, melyben az N-nél magasabb rendd monomok (nemlinedris tagok) hatdsat nem tudjuk figyelembe
venni. Igy az s dimenziés gorbe vetiiletének csak egy kis része (rovid idGintervallum) esik egybe az
eredeti nemlinedris differencidlegyenlet megoldasgorbéjével. A Carleman-linearizélt rendszerbdl szdmitott
megoldasgorbe id6beli, elhanyagolt monomok okozta hibafelhalmozasanak elkeriilése érdekében egy nemlinedris
konzisztenciafeltételt tudunk kikényszeriteni. Ehhez minden id6lépésben biztositjuk, hogy a Carleman-linearizalt
rendszer megolddsgorbéje megfeleljen az eredeti nemlinedris rendszer megolddsgorbéjének s dimenzidra
vetitésébdl szadrmazd polinomidlis Osszefiiggéseknek, azaz minden idSlépésben elvégezziik a Carleman-linearizélt
rendszer megoldasgorbéjének nemlinedris leképezését az s dimenzids térbe.

4. PROJEKTIV CARLEMAN-LINEARIZACIO

A hipotézisiink alapjdn tehdt az a célunk, hogy dltaldnos esetben a (16)-os Carleman-linearizalt egyenlet
megoldasa sordn idében minél tovabb kozel maradjunk a valés megoldds gorbéjéhez. Ehhez legyen At egy
id616pés, tpa, a vizsgdlni kivant idGintervallum felsS hatdra, ezaltal n = t,,,, /At az id6lépések szama. Ekkor
felirhat6 a (16)-os egyenlet un. projektiv Carleman-linearizéci6 4ltali diszkrét megolddsa:

ZN(ti) = eCNAtP(ZN(ti,1)1;4), 1= 1, oo, (20)
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ahol zx (t;—1)1.4 jeloli a zx (t;—1) vektor elsG négy elemét.

A (17)-es Carleman-linearizalt egyenletet kiegészitve a (10)-es nemlinedris leképezéssel, azaz megoldva
a (20)-es formdban a 2. dbran lathaté eredményeket kapjuk. A 2. dbran tehat a (11)-es Mathieu-egyenlet (fekete,
szaggatott), a (17)-es Carleman-linearizélt egyenlet (z6ld) és a (17)-es projektiv Carleman-linearizacié (kék
pontok) megoldasok keriilnek dsszehasonlitdsra h = 0.1 kezdeti feltételnél, kiilonbozé ¢, € paraméterek esetén
t € [0,87] idGintervallumon.

A projektiv Carleman-linearizacié haszndlatdval egyértelmiien jobb kozelité megolddsokat kapunk, mint
a normdl Carleman-linearizdlt megoldasdval. Ezek alapjan a (10)-es nemlinedris leképezés hasznalata az
id6lépésekben akadélyozza a valés megoldasgdrbétdl valé eltavolodast.
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(a) 47 periodikus rezgés: (b) Instabil rezgés: (c) Kvaziperiodikus rezgés:
6=0.25¢e=0. 0 =0.25 ¢ =0.5. 6 =0.5¢=0.5.

2. ébra. A (11)-es Mathieu-egyenlet (fekete, szaggatott), a (17)-es Carleman-linearizdlt egyenlet (z6ld) és a
(17)-es projektiv Carleman-linearizdcio (kék pontok) megoldasdanak osszehasonlitasa h = 0.1 kezdeti feltételnél,
kiilonbozd 0, € paraméterek esetén t € [0,87| iddintervallumon.

A valdés megoldasgorbe (fekete, szaggatott) és a két kiilonbdzd Carleman-linearizacié megoldasgobéjének
(zold - normal, kék pontok - projektiv) térbeli illusztralasara szolgdl a 3. dbra. Megjegyezziik, hogy a (17)-es
Carleman-linearizalt egyenlet (z61d) megolddsa csak 27-ig lett kirajzolva, hogy ne zavarja a masik két (valds és
projektiv Carleman-linearizacié) megoldasgorbék illeszkedésének vizualizdcidjat.

5. OSSZEFOGLALAS

A munka keretében elvégeztiik a Mathieu-egyenlet vizsgdlatdt a Carleman-linearizéci6 felhasznédl4saval.
A Mathieu-egyenlet egy periodikus egyiitthatéval rendelkez§ linedris differencidlegyenlet, melyet Cauchy-atirast
felhaszndlva felirtunk egy nemlinedris differencidlegyenlet-rendszer alakban. A nemlinedris differencidlegyenlet-
rendszert kozelitettiik egy linedris differencidlegyenlet-rendszerrel, a Carleman-linearizacié felhaszndldsaval.
Bevezettiik az ehhez sziikséges matematikai alapokat és jelolésrendszert.

A Carleman-linearizalt egyenletet megoldva az eredmények az mutattdk, hogy a Carleman-linearizici6
tdgabb idSintervallumon nem képes a valés megoldds megfeleld kozelitésére. A Carleman-linearizacio térbeli
viselkedésének elemezésével feldllitottunk egy hipotézist, melyet felhasznélva egy uj, diszkrét mddszert, az
un. projektiv Carleman-linearizacié hasznalatat javasoltuk. Az eredményekbdl lathat6, hogy a projektiv
Carleman-linearizacié megfelelS pontossaggal tudja a valés megoldast kozeliteni.
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3. dbra. A (11)-es Mathieu-egyenlet (fekete, szaggatott), a (17)-es Carleman-linearizdlt egyenlet (zold) és a
(17)-es projektiv Carleman-linearizdcio (kék pontok) megolddsanak dsszehasonlitasa h = 0.1 kezdeti feltételnél,

(1]
(2]
(3]

[4]

d = 0.5, ¢ = 0.5 paraméterek esetén t € 0,57 iddintervallumon.
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