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Abstract

In a sampled-data system, a discrete-time controller regulates a continuous-time plant. Traditional discretization-
based design approaches result in information loss as they usually ignore the intersample dynamics of the plant.
This paper introduces a novel method for reconstructing the continuous-time output of sampled-data systems
by reformulating their state-space representations into boundary value problems. The proposed method is
demonstrated by simulations of numerical examples.
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Kivonat

A mintavételes rendszerekben a folytonos idejii folyamatok irdnyitdsat diszkrét idejii szabdlyozok végzik. A
rendszer diszkretizdciojan alapulé hagyomanyos tervezési modszerek azonban gyakran informdciovesztéshez
vezetnek, ugyanis elhanyagoljak a szabalyozott szakasz mintavételkozi dinamikdjat. Jelen tanulmdny egy ujszeri
modszert mutat be, amellyel mintavételes rendszerek valasza rekonstrudlhato folytonos iddben, kihasznalva, hogy
a rendszer allapottér-modellje dtfogalmazhaté peremérték-problémdva. A bemutatott médszer alkalmazdsat
szimuldcios eredmények igazoljdk.

Kulcsszavak: mintavételkozi dinamika, mintavételes rendszerek, 4llapot-visszacsaolds, peremérték-problémak

1. BEVEZETES

A mintavételes rendszerek alapvet§ szerepet toltenek be mérnoki alkalmazasokban, ugyanis fizikai
rendszerek irdnyitdsat legtobbszor bedgyazott eszk6zok végzik [1][2]. Az igy 1étrejovs, szamitdégépekkel
irdnyitott folyamatok hibrid rendszereket eredményeznek, hiszen a szabdlyozott szakaszt folytonos idejd
dinamika irja le, mig a beavatkozds periodikusan kivaltott események sorozatanak tekinthetd [3][4][5].

A mintavételes rendszerek hibrid természetébdl ad6dé nehézségek kikiiszobolhetdk kiilonféle diszkreti-
z4ciés moédszerek alkalmazdsdval. A sziikséges diszkrét idejli matematikai modellek meghatdrozaséra két f6
megkozelités terjedt el a midszaki gyakorlatban: Az egyik lehet8ség, hogy a feladatspecifikaciot kielégits szaba-
lyoz6t el&szor folytonos idében hatdrozzdk meg, amit ezutdn diszkretizdlnak a digitélis implementaldshoz [6]. A
mdsik médszercsaldd magét a szabdlyozott szakaszt diszkretizalja, ami utdn a teljes szabalyoz6tervezési folyamat
diszkrét id6ben végezhetd el [7]. Az alkalmazott megkozelitéstdl fiiggetleniil a zart szabélyozdsi ldnc modellje
diszkrét id6ben 4ll el, igy a szabalyozott szakasz mintavételkozi dinamik4djardl elvész az informacio.

A mintavételkozi dinamika szerepét a szakirodalom egyre jobban elismeri, ami bizonyos optimaélis
szabdlyozdsi problémékban is megjelenik, példdul H,, mddszerek [8], modell prediktiv szabélyozas [9] és
linedris kvadratikus optimalizalas [10] sordn. A mintavételkdzi dinamika figyelembe vehet§ bizonyos specidlis
jel-reprezentaciok, példaul médositott z-transzformécio [11] vagy Zak-transzformacio [12] segitségével, emellett
elterjedtek a rendszer tilmintavételezésén alapuld tn. , lifting” eljardsok [13] is. A felsorolt médszerek alapvetd
hidnyossédga azonban, hogy a teljes mintavételkozi tartalom helyett csak adott szdmu kozbiils§ idGpillanatban
irjak le a rendszer viselkedését egy mintavételi intervallumon beliil.

Jelen tanulmdny célja egy djszerd mddszer bemutatdsa, amellyel a mintavételes rendszerek teljes folytonos
idejd kimenete rekonstrudlhaté a rendelkezésre 4ll6 diszkrét idejd jelek alapjan. Bemutatdsra keriil, hogy
bizonyos esetekben a rendszert leir6 allapottér-modell dtfogalmazhat6 kétpontos peremérték-problémava az
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egymdst kovetd mintavételi pontok kozott, melynek megolddsdval a mintavételkozi tartalom szakaszonként
rekonstrudlhat6va valik. A javasolt mddszer analitikus levezetése mellett annak alkalmazésa is bemutatdsra
keriil szimulaciés példdkon keresztiil.

A tanulmdny az aldbbi {6 tartalmi részekbdl épiil fel: A 2. fejezet bemutatja a vizsgélt szabdlyozasi
rendszer modelljét és annak diszkrét idejdf megoldését. A 3. fejezet az Gj mddszert ismerteti, amellyel peremérték-
problémadkon keresztiil rekonstrudlhaté a rendszer mintavételkozi valasza. A 4. fejezet szimulacids példakkal
illusztrdlja a bemutatott médszer alkalmazdsat, és végiil az 5. fejezet 6sszefoglalja az eredményeket.

2. RENDSZERMODELL

Tekintsiik az aldbbi egy bemenet( egy kimenet( (SISO) linedris iddinvaridns (LTI) rendszert, melynek
allapottér reprezenticidjét az

x(t) = Ax(t) + Bu(t) és (1)

y(t) = Cx(1) )

egyenletek irjdk le, ahol u(t) és y(¢) a rendszer be- és kimenetét jelolik, valamint x(¢) € R™ az n-dimenziés

dllapotvektor. A rendszer paraméterei rendre az A € R™*" rendszer-, a B € R™*! bemeneti- és a C € R1*"

kimeneti matrixok. A szabdlyozasi feladat célja tetszGleges kiinduldsi dllapotbdl az allapottér origéjdba juttatni
a rendszert, ami allapot-visszacsatoldssal valdsithaté meg az 1. dbran lathaté mintavételes rendszerben.

— L 700 PO~ axiBu }—X

=3
i
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1. dbra. Az dllapot-visszacsatoldssal megvalositott mintavételes rendszer blokkvdzlata

A szabdlyoz6 altal végzett beavatkozds az
xi, = x(kT) 3)

mintavételezett dllapot alapjan torténik, ahol 7 a mintavételi id6t és & = 0,1,... az id8lépés indexét jeloli. A
szabélyozott szakasz u(t) bemenetét egy zérusrendd tartészerv (ZOH) dllitja el az aldbbiak szerint

u(t) = ug, ahol kT <t < (k+ 1), 4)
melyben az uy, diszkrét idejli beavatkozoéjelet allapot-visszacsatolas allitja el§
up = —Kxg )

/////

2.1. A zart szabalyozasi lanc diszkrét idejd modellezése

A zart szabdlyozasi lanc vizsgdlatdhoz el&szor az (1) dllapotegyenlet megolddsa sziikséges, ami az
x(0) = xo kezdeti feltételbdl kiindulva

x(t) = eAt (Xo + /Ot e A'Bu(v) dﬁ) , (6)

ahol az eA! mdtrix-exponencialist a Y52 %Aiti Taylor-sor definidlja. A rendszer idGinvarians tulajdonsagat
kihasznélva a (6) egyenlet alapjan megadhaté a rendszer
Xp+1 = Aa Xy + Ba uy (M
diszkrét ideji allapotegyenlete az
Ag=cA" & By= / AVB dv ®)
0

egylitthatdkkal. A rendszer zart 1ancu viselkedése megadhat6 az (5) szabdlyozasi torvény és a (7) diszkrét idejid
allapotegyenlet alapjan az aldbbi i
X = (Ad — BdK) X0 (9)

n-dimenzids mértani sorozatként.

Azzal egyiitt, hogy a (9) egyenletben szerepld Ay — B4K matrix leirja a rendszer alapvet$ dinamikai
jellemzdit (példdul stabilitdsat), a diszkrét idejii modell nem reprezentédlja annak mintavételkozi viselkedését.
Tovébbi kihivdst jelent, hogy a gyakorlati megvaldsitds sordn legtobbszor nem 4ll kdzvetleniil rendelkezésre az
xy, allapot, hanem ehelyett csak az y, = y(k7) mintavételezett kimenet ismert.
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3. MINTAVETELKOZI VALASZ MEGHATAROZASA

Az aldbbiakban bemutatdsra keriil, hogy a zért szabélyozasi lanc folytonos idejii y(¢) vélasza rekonstrudl-
haté a kimeneti y;, mintdk sorozatabél. Ehhez minden ¢ € [k, (k + 1)7] mintavételi intervallumon felirhaté a
2. abran lathaté peremérték-probléma az alabbi

ykr) =yi & y((k+1)7) = yp (10)
peremfeltételek mellett.
y(t)
// Yk Ye+1] < —
| f t >
kT (k+1)r t

2. abra. A mintavételkozi peremérték-probléma feladatkitiizésének illusztrdcioja

A megoldas meghatdrozasahoz felhasznalhatd, hogy az u; beavatkozdjel kizardlag az dllapot fliiggvénye
az (5) egyenlet alapjan, igy a zdrt szabdlyozasi lanc autoném dinamikai rendszerként kezelhetS, melyben az
allapot id6fiiggvénye az x(t) = x kezdeti feltételbdl kiindulva az

x(t) = ®(t)xo (11)

alakban kereshetd, ahol ®(t) a kezdetiérték-probléma alapmadtrixa, vagy més néven fundamentdlis megolddsa.
A tovabbiakban az altalanossag megszoritdsa nélkiil elegendd csak az els6 mintavételi intervallumon, azaz k = 0
illetve t € [0, 7] esetén vizsgdlni a megoldast. Ekkor az (5) és (6) egyenletek felhasznaldsdval a fundamentdlis
megoldds
t
B(t) = Al (I — / e ABK dﬁ) , (12)
0
ahol I az n X n-es egységmatrixot jeloli. Jelen esetben azonban kezdeti feltételek helyett a (10) peremfeltételek
adottak, melyek szintén felirhatéak matrixos formdban az aldbbi médon

C 0 1Y%
O:| XO + C:| fxl - |:y1:| ’ (13)
~— —~—~ —~—
Co C1 v
melyben az x; = ®(7)x( helyettesitést elvégezve a
(Co + Cl(I)(T>)X0 =V (14)

egyenlet adddik, amelyben bevezethet§ a Q = Cy + C;®(7) matrix, ami a peremértékek dtszamitdsat teszi
lehet6vé kezdeti értékekké xo = Q~'v médon. Az egyértelmi megoldds létezése csak és kizdrdlag Q matrix
invertdlhat6sdga esetén 4ll fenn, amely azt is feltételezi, hogy a rendszer n = 2 dimenzids allapottér-modellel
reprezentdlhaté. Magasabb dimenzidszdm esetén a (10) peremfeltételek kiegészitése sziikséges tovabbi kimeneti
mintdk figyelembevételével a soron kovetkez6 mintavételi pillanatokban.

Az el6z6ek alapjan a (11) egyenlet felirhaté

x(t) =®(H)Q v (15)
—
(1)
alakban, ahol W () segitségével kozvetleniil elGéllithatéak a megolddsok a tetszGleges peremértékeket tartalmazo

v vektorbdl. Kovetkezésképp a W (¢) mdtrixot a peremérték-probléma alapmatrixdnak nevezziik. A (2) kimeneti
egyenletet és a rendszer idSinvaridns tulajdonsdgat felhasznélva a (15) egyenlet atirhaté az aldbbi alakra

Yk ] (16)

y(t) = CW(t —kr) Yert

amellyel mar tetszGleges ¢ € [k7, (k + 1)7] intervallumon rekonstrudlhat6 a kimenet folytonos idejd y(t)
id6fiiggvénye az ismert mintavételi pontok alapjan.
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4. ILLUSZTRATIV PELDAK

Tekintsiink egy egy szabadsagi fokd mechanikai rendszert, melynek elmozdulését vizsgaljuk egy kiilsd,
aktiv erd hatdsdra. A példdk konnyebb 4tldthatésdga érdekében a rendszer be- és kimenetét dimenzidtlan
viszonyszamoknak tekintjiilk, valamint az egyes egyiitthaté matrixok elemei is dimenzi6 nélkiil keriilnek
feltiintetésre. A szdmitdsok tovabbi egyszerdsitése érdekében egységnyi tomeget feltételeziink, rugalmas vagy
egyéb disszipativ hatdsok figyelembevétele nélkiil, igy a szabdlyozott szakasz dllapottér-modelljét az aldbbi

A:{O 1}, B:m é C=[1 (] (17)

0 0 1

matrixok irjdk le. Legyen a szabdlyoz6 mintavételi ideje 7 = 1, valamint a visszacsatoldsi matrix K = [k k2]
alakd. A (12) egyenlet alapjin a kezdetiérték-probléma fundamentdlis megoldasit a

17, 42 17. 42
— kit — kot
- 2 2
e () [ Skt 1=kt } (18)
matrix irja le, illetve a kezdeti- és peremértékek kozotti atvaltast a
1 0
Q= {1 1k 1- ;kz} (19)

matrixszal leirhat6 linedris leképezés adja meg.

4.1. Elsé6 példa

Az elsG példdban a visszacsatoldsi matrix értéke K = [1,8 1,5], igy a mintavételkdzi peremérték-
probléma fundamentélis megolddsa a (15) egyenlet alapjan

1-04t—06t> 4t—3¢
w(t) = [ —04-12t 4-6t } (20
valamint a folytonos idejd kimenet a (16) egyenlet szerint az
1_04(75—@—06@—%)2}T [ n }
= / ’ 21
ZOR s @n

formuldval rekonstrudlhaté. A rendszer vélaszit az xo = [1 0] T kezdeti dllapotbdl kiindulva a 3. dbra mutatja. A
a mintavételkozi dinamika jelentGségét jOl hangsilyozza, hogy a rekonstrudlt folytonos idejd kimenet jelentds
kilengéseket mutat a mintavételi pontok kozott.

1,0 te
e mintavételi pontok

> —— rekonstrualt kimenet
0,5

g "

Q

E o O g 0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-90
= \/ N

—0,5}

3. dbra. A rendszer diszkrét idejii valasza és a rekonstrudlt folytonos idejii kimenet az elsd példa esetén

4.2. Masodik példa

A madsodik példdban a visszacsatoldsi matrix értéke K = [0,9 1,8], igy a mintavételkozi peremérték-
probléma fundamentdlis megolddsa a (15) egyenlet alapjan

~[1—-55t+45t% 10t —9¢?
v) —{ 55+ 0t 10—1815}’ (22)
valamint a folytonos idejd kimenetet a (16) egyenlet szerint az
=55t —k)+45(t — k:)Q]T { n ]
o0 =560 o | 23)

fliggvény 4llitja el5. A rendszer vélaszit az xo = [1 0] kezdeti dllapotbdl kiindulva a 4. dbra mutatja.
A mintavételi pontok sorozata jellegében egy tilcsillapitott bedlldst mutat, azonban a javasolt médszerrel
mintavételkozi oszcillaciok is kimutathatok.
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1,0}
e mintavételi pontok
= 0,8} —— rekonstrualt kimenet
I .
o 0,6¢
5
g 04
e
0,2F
0 ~0 O——@o—0—@
0 2 4 6 8 10
id6 -t

4. dbra. A rendszer diszkrét idejii valasza és a rekonstrudlt folytonos idejii kimenet a mdsodik példa esetén

4.3. Harmadik példa

A harmadik példa egy véges bedlldsi szabédlyoz6ot mutat be K = [1  1,5] paraméterekkel. Ebben az
esetben a (9) egyenletben szerepl6 Ay — B4K matrix nilpotens, igy az dllapot véges szami 1épés utan eléri az

origét. A mintavételkozi peremérték-feladat fundamentdlis megoldésa az el6z6ekhez hasonl6an a (15) egyenlet
alapjan

1—t)? 4t -3¢
W(t) = ( ) , (24)
2t—-2  4-6t
amit felhaszndlva a kimenetet rekonstrudlé (16) egyenletben az alabbi
T
(1= (t—F)? } [ Uk }
t) = 2
0= a0 50 e @)
formula adédik. A rendszer vdlaszdt az xog = [—1 4] " kezdeti dllapotbdl kiindulva az 5. dbra mutatja. J6l latszik,

hogy n = 2 1épés alatt a kimenet elérte az y(t) = 0 egyensilyi helyzetet, azonban a rekonstrudlt folytonos idejd
valaszbdl a bedllas tranziens tulajdonsigai pontosabban értékelhetSk, mint a diszkrét ideji kimenet alapjan.

075 | /\' ' ' 'A
0 & o o Py

—0,5¢ e mintavételi pontok

— rekonstrualt kimenet

kimenet — y

—1,01|d ) ) ) ) 1
0 1 2 3 4 5
id6 -t

5. dbra. A rendszer diszkrét idejii valasza és a rekonstrudlt folytonos idejii kimenet a harmadik példa esetén

5. OSSZEFOGLALAS

Jelen tanulmdny olyan mintavételes rendszereket vizsgélt, melyekben egy dllapottér-reprezenticidval
leirhatd, folytonos idejli szakasz szabdlyozasat egy diszkrét id6ben megvaldsitott dllapot-visszacsatolds latja
el. Bemutatdsra keriilt, hogy az ilyen rendszerek analizisére alkalmazott diszkrét idejd modellek pontatlan
eredményekhez vezethetnek, hiszen a mintavételi pillanatok kozotti viselkedést nem kezelik. A tanulmény egy
Ujszerd médszert mutatott be, amellyel a mintavételi pontok alapjan a teljes folytonos idejd kimenet rekonstrudl-
hato, beleértve a mintavételkozi dinamikat is. A médszer alapja, hogy a rendszert leird differencidlegyenletek
az egymadst kdvet§ mintavételi pillanatok kozott dtfogalmazhatdk peremérték-feladatokkd, melyek megolddsa
a mintavételkozi vilaszt adja meg. Szimuldcids példédk igazoljak, hogy a rendszer modelljének ismeretében
a bemutatott médszerrel visszanyerhet$ a mintavételkdzi informacid, ezzel pontosabb képet adva a rendszer
mindségi jellemzdirSl, mintavételkozi kilengéseirdl és tranziens viselkedésérdl. Az eljaras robusztussdganak
ellendrzéséhez tovabbi vizsgalatok sziikségesek, melyek sordn a kimeneti mintdk mérési bizonytalansdganak
hibaterjedése is figyelembe vehet§ a szamitott mintavételkdzi megoldasra vonatkozdan.
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