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Abstract
In a sampled-data system, a discrete-time controller regulates a continuous-time plant. Traditional discretization-
based design approaches result in information loss as they usually ignore the intersample dynamics of the plant.
This paper introduces a novel method for reconstructing the continuous-time output of sampled-data systems
by reformulating their state-space representations into boundary value problems. The proposed method is
demonstrated by simulations of numerical examples.
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Kivonat
A mintavételes rendszerekben a folytonos idejű folyamatok irányítását diszkrét idejű szabályozók végzik. A
rendszer diszkretizációján alapuló hagyományos tervezési módszerek azonban gyakran információvesztéshez
vezetnek, ugyanis elhanyagolják a szabályozott szakasz mintavételközi dinamikáját. Jelen tanulmány egy újszerű
módszert mutat be, amellyel mintavételes rendszerek válasza rekonstruálható folytonos időben, kihasználva, hogy
a rendszer állapottér-modellje átfogalmazható peremérték-problémává. A bemutatott módszer alkalmazását
szimulációs eredmények igazolják.

Kulcsszavak: mintavételközi dinamika, mintavételes rendszerek, állapot-visszacsaolás, peremérték-problémák

1. BEVEZETÉS
A mintavételes rendszerek alapvető szerepet töltenek be mérnöki alkalmazásokban, ugyanis fizikai

rendszerek irányítását legtöbbször beágyazott eszközök végzik [1][2]. Az így létrejövő, számítógépekkel
irányított folyamatok hibrid rendszereket eredményeznek, hiszen a szabályozott szakaszt folytonos idejű
dinamika írja le, míg a beavatkozás periodikusan kiváltott események sorozatának tekinthető [3][4][5].

A mintavételes rendszerek hibrid természetéből adódó nehézségek kiküszöbölhetők különféle diszkreti-
zációs módszerek alkalmazásával. A szükséges diszkrét idejű matematikai modellek meghatározására két fő
megközelítés terjedt el a műszaki gyakorlatban: Az egyik lehetőség, hogy a feladatspecifikációt kielégítő szabá-
lyozót először folytonos időben határozzák meg, amit ezután diszkretizálnak a digitális implementáláshoz [6]. A
másik módszercsalád magát a szabályozott szakaszt diszkretizálja, ami után a teljes szabályozótervezési folyamat
diszkrét időben végezhető el [7]. Az alkalmazott megközelítéstől függetlenül a zárt szabályozási lánc modellje
diszkrét időben áll elő, így a szabályozott szakasz mintavételközi dinamikájáról elvész az információ.

A mintavételközi dinamika szerepét a szakirodalom egyre jobban elismeri, ami bizonyos optimális
szabályozási problémákban is megjelenik, például H∞ módszerek [8], modell prediktív szabályozás [9] és
lineáris kvadratikus optimalizálás [10] során. A mintavételközi dinamika figyelembe vehető bizonyos speciális
jel-reprezentációk, például módosított z-transzformáció [11] vagy Zak-transzformáció [12] segítségével, emellett
elterjedtek a rendszer túlmintavételezésén alapuló ún. „lifting” eljárások [13] is. A felsorolt módszerek alapvető
hiányossága azonban, hogy a teljes mintavételközi tartalom helyett csak adott számú közbülső időpillanatban
írják le a rendszer viselkedését egy mintavételi intervallumon belül.

Jelen tanulmány célja egy újszerű módszer bemutatása, amellyel a mintavételes rendszerek teljes folytonos
idejű kimenete rekonstruálható a rendelkezésre álló diszkrét idejű jelek alapján. Bemutatásra kerül, hogy
bizonyos esetekben a rendszert leíró állapottér-modell átfogalmazható kétpontos peremérték-problémává az
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egymást követő mintavételi pontok között, melynek megoldásával a mintavételközi tartalom szakaszonként
rekonstruálhatóvá válik. A javasolt módszer analitikus levezetése mellett annak alkalmazása is bemutatásra
kerül szimulációs példákon keresztül.

A tanulmány az alábbi fő tartalmi részekből épül fel: A 2. fejezet bemutatja a vizsgált szabályozási
rendszer modelljét és annak diszkrét idejű megoldását. A 3. fejezet az új módszert ismerteti, amellyel peremérték-
problémákon keresztül rekonstruálható a rendszer mintavételközi válasza. A 4. fejezet szimulációs példákkal
illusztrálja a bemutatott módszer alkalmazását, és végül az 5. fejezet összefoglalja az eredményeket.

2. RENDSZERMODELL
Tekintsük az alábbi egy bemenetű egy kimenetű (SISO) lineáris időinvariáns (LTI) rendszert, melynek

állapottér reprezentációját az
ẋ(t) = A x(t) + B u(t) és (1)
y(t) = C x(t) (2)

egyenletek írják le, ahol u(t) és y(t) a rendszer be- és kimenetét jelölik, valamint x(t) ∈ Rn az n-dimenziós
állapotvektor. A rendszer paraméterei rendre az A ∈ Rn×n rendszer-, a B ∈ Rn×1 bemeneti- és a C ∈ R1×n

kimeneti mátrixok. A szabályozási feladat célja tetszőleges kiindulási állapotból az állapottér origójába juttatni
a rendszert, ami állapot-visszacsatolással valósítható meg az 1. ábrán látható mintavételes rendszerben.

x(t)

τ

u(t)

−K

xk

uk
ZOH ẋ=Ax+Bu C

y(t)

1. ábra. Az állapot-visszacsatolással megvalósított mintavételes rendszer blokkvázlata

A szabályozó által végzett beavatkozás az
xk = x(kτ) (3)

mintavételezett állapot alapján történik, ahol τ a mintavételi időt és k = 0,1,... az időlépés indexét jelöli. A
szabályozott szakasz u(t) bemenetét egy zérusrendű tartószerv (ZOH) állítja elő az alábbiak szerint

u(t) = uk, ahol kτ ≤ t < (k + 1)τ , (4)
melyben az uk diszkrét idejű beavatkozójelet állapot-visszacsatolás állítja elő

uk = −K xk (5)
szerint, ahol K ∈ R1×n a szabályozó erősítési tényezőit tartalmazó visszacsatolási mátrix.

2.1. A zárt szabályozási lánc diszkrét idejű modellezése
A zárt szabályozási lánc vizsgálatához először az (1) állapotegyenlet megoldása szükséges, ami az

x(0) = x0 kezdeti feltételből kiindulva

x(t) = eAt

(
x0 +

∫ t

0
e−AϑB u(ϑ) dϑ

)
, (6)

ahol az eAt mátrix-exponenciálist a
∑∞

i=0
1
i!A

iti Taylor-sor definiálja. A rendszer időinvariáns tulajdonságát
kihasználva a (6) egyenlet alapján megadható a rendszer

xk+1 = Ad xk + Bd uk (7)
diszkrét idejű állapotegyenlete az

Ad = eAτ és Bd =
∫ τ

0
eAϑB dϑ (8)

együtthatókkal. A rendszer zárt láncú viselkedése megadható az (5) szabályozási törvény és a (7) diszkrét idejű
állapotegyenlet alapján az alábbi

xk = (Ad − BdK)k x0 (9)
n-dimenziós mértani sorozatként.

Azzal együtt, hogy a (9) egyenletben szereplő Ad − BdK mátrix leírja a rendszer alapvető dinamikai
jellemzőit (például stabilitását), a diszkrét idejű modell nem reprezentálja annak mintavételközi viselkedését.
További kihívást jelent, hogy a gyakorlati megvalósítás során legtöbbször nem áll közvetlenül rendelkezésre az
xk állapot, hanem ehelyett csak az yk = y(kτ) mintavételezett kimenet ismert.
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3. MINTAVÉTELKÖZI VÁLASZ MEGHATÁROZÁSA
Az alábbiakban bemutatásra kerül, hogy a zárt szabályozási lánc folytonos idejű y(t) válasza rekonstruál-

ható a kimeneti yk minták sorozatából. Ehhez minden t ∈ [kτ, (k + 1)τ ] mintavételi intervallumon felírható a
2. ábrán látható peremérték-probléma az alábbi

y(kτ) = yk és y((k + 1)τ) = yk+1 (10)

peremfeltételek mellett.

kτ (k + 1)τ

yk
yk+1

t

y
y(t)

2. ábra. A mintavételközi peremérték-probléma feladatkitűzésének illusztrációja

A megoldás meghatározásához felhasználható, hogy az uk beavatkozójel kizárólag az állapot függvénye
az (5) egyenlet alapján, így a zárt szabályozási lánc autonóm dinamikai rendszerként kezelhető, melyben az
állapot időfüggvénye az x(t) = x0 kezdeti feltételből kiindulva az

x(t) = Φ(t)x0 (11)

alakban kereshető, ahol Φ(t) a kezdetiérték-probléma alapmátrixa, vagy más néven fundamentális megoldása.
A továbbiakban az általánosság megszorítása nélkül elegendő csak az első mintavételi intervallumon, azaz k = 0
illetve t ∈ [0, τ ] esetén vizsgálni a megoldást. Ekkor az (5) és (6) egyenletek felhasználásával a fundamentális
megoldás

Φ(t) = eAt

(
I −

∫ t

0
e−AϑB K dϑ

)
, (12)

ahol I az n × n-es egységmátrixot jelöli. Jelen esetben azonban kezdeti feltételek helyett a (10) peremfeltételek
adottak, melyek szintén felírhatóak mátrixos formában az alábbi módon[

C
0

]
︸︷︷︸

C0

x0 +
[

0
C

]
︸︷︷︸

C1

fx1 =
[
y0
y1

]
︸︷︷︸

v

, (13)

melyben az x1 = Φ(τ)x0 helyettesítést elvégezve a

(C0 + C1Φ(τ))x0 = v (14)

egyenlet adódik, amelyben bevezethető a Q = C0 + C1Φ(τ) mátrix, ami a peremértékek átszámítását teszi
lehetővé kezdeti értékekké x0 = Q−1v módon. Az egyértelmű megoldás létezése csak és kizárólag Q mátrix
invertálhatósága esetén áll fenn, amely azt is feltételezi, hogy a rendszer n = 2 dimenziós állapottér-modellel
reprezentálható. Magasabb dimenziószám esetén a (10) peremfeltételek kiegészítése szükséges további kimeneti
minták figyelembevételével a soron következő mintavételi pillanatokban.

Az előzőek alapján a (11) egyenlet felírható

x(t) = Φ(t)Q−1︸ ︷︷ ︸
Ψ(t)

v (15)

alakban, ahol Ψ(t) segítségével közvetlenül előállíthatóak a megoldások a tetszőleges peremértékeket tartalmazó
v vektorból. Következésképp a Ψ(t) mátrixot a peremérték-probléma alapmátrixának nevezzük. A (2) kimeneti
egyenletet és a rendszer időinvariáns tulajdonságát felhasználva a (15) egyenlet átírható az alábbi alakra

y(t) = C Ψ(t − kτ)
[

yk

yk+1

]
, (16)

amellyel már tetszőleges t ∈ [kτ, (k + 1)τ ] intervallumon rekonstruálható a kimenet folytonos idejű y(t)
időfüggvénye az ismert mintavételi pontok alapján.
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4. ILLUSZTRATÍV PÉLDÁK
Tekintsünk egy egy szabadsági fokú mechanikai rendszert, melynek elmozdulását vizsgáljuk egy külső,

aktív erő hatására. A példák könnyebb átláthatósága érdekében a rendszer be- és kimenetét dimenziótlan
viszonyszámoknak tekintjük, valamint az egyes együttható mátrixok elemei is dimenzió nélkül kerülnek
feltüntetésre. A számítások további egyszerűsítése érdekében egységnyi tömeget feltételezünk, rugalmas vagy
egyéb disszipatív hatások figyelembevétele nélkül, így a szabályozott szakasz állapottér-modelljét az alábbi

A =
[
0 1
0 0

]
, B =

[
0
1

]
és C =

[
1 0

]
(17)

mátrixok írják le. Legyen a szabályozó mintavételi ideje τ = 1, valamint a visszacsatolási mátrix K = [k1 k2]
alakú. A (12) egyenlet alapján a kezdetiérték-probléma fundamentális megoldását a

Φ(t) =
[
1 − 1

2k1t2 t − 1
2k2t2

−k1t 1 − k2t

]
(18)

mátrix írja le, illetve a kezdeti- és peremértékek közötti átváltást a

Q =
[ 1 0
1 − 1

2k1 1 − 1
2k2

]
(19)

mátrixszal leírható lineáris leképezés adja meg.

4.1. Első példa
Az első példában a visszacsatolási mátrix értéke K = [1,8 1,5], így a mintavételközi peremérték-

probléma fundamentális megoldása a (15) egyenlet alapján

Ψ(t) =
[
1 − 0,4 t − 0,6 t2 4 t − 3 t2

−0,4 − 1,2 t 4 − 6 t

]
, (20)

valamint a folytonos idejű kimenet a (16) egyenlet szerint az

y(t) =
[
1 − 0,4(t − k) − 0,6(t − k)2

4(t − k) − 3(t − k)2

]⊤ [
yk

yk+1

]
(21)

formulával rekonstruálható. A rendszer válaszát az x0 = [1 0]⊤ kezdeti állapotból kiindulva a 3. ábra mutatja. A
a mintavételközi dinamika jelentőségét jól hangsúlyozza, hogy a rekonstruált folytonos idejű kimenet jelentős
kilengéseket mutat a mintavételi pontok között.
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3. ábra. A rendszer diszkrét idejű válasza és a rekonstruált folytonos idejű kimenet az első példa esetén

4.2. Második példa
A második példában a visszacsatolási mátrix értéke K = [0,9 1,8], így a mintavételközi peremérték-

probléma fundamentális megoldása a (15) egyenlet alapján

Ψ(t) =
[
1 − 5,5 t + 4,5 t2 10 t − 9 t2

−5,5 + 9 t 10 − 18 t

]
, (22)

valamint a folytonos idejű kimenetet a (16) egyenlet szerint az

y(t) =
[
1 − 5,5(t − k) + 4,5(t − k)2

10(t − k) − 9(t − k)2

]⊤ [
yk

yk+1

]
(23)

függvény állítja elő. A rendszer válaszát az x0 = [1 0]⊤ kezdeti állapotból kiindulva a 4. ábra mutatja.
A mintavételi pontok sorozata jellegében egy túlcsillapított beállást mutat, azonban a javasolt módszerrel
mintavételközi oszcillációk is kimutathatók.
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4. ábra. A rendszer diszkrét idejű válasza és a rekonstruált folytonos idejű kimenet a második példa esetén

4.3. Harmadik példa

A harmadik példa egy véges beállású szabályozót mutat be K = [1 1,5] paraméterekkel. Ebben az
esetben a (9) egyenletben szereplő Ad − BdK mátrix nilpotens, így az állapot véges számú lépés után eléri az
origót. A mintavételközi peremérték-feladat fundamentális megoldása az előzőekhez hasonlóan a (15) egyenlet
alapján

Ψ(t) =
[
(1 − t)2 4 t − 3 t2

2 t − 2 4 − 6 t

]
, (24)

amit felhasználva a kimenetet rekonstruáló (16) egyenletben az alábbi

y(t) =
[

(1 − (t − k))2

4(t − k) − 3(t − k)2

]⊤ [
yk

yk+1

]
(25)

formula adódik. A rendszer válaszát az x0 = [−1 4]⊤ kezdeti állapotból kiindulva az 5. ábra mutatja. Jól látszik,
hogy n = 2 lépés alatt a kimenet elérte az y(t) = 0 egyensúlyi helyzetet, azonban a rekonstruált folytonos idejű
válaszból a beállás tranziens tulajdonságai pontosabban értékelhetők, mint a diszkrét idejű kimenet alapján.
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5. ábra. A rendszer diszkrét idejű válasza és a rekonstruált folytonos idejű kimenet a harmadik példa esetén

5. ÖSSZEFOGLALÁS
Jelen tanulmány olyan mintavételes rendszereket vizsgált, melyekben egy állapottér-reprezentációval

leírható, folytonos idejű szakasz szabályozását egy diszkrét időben megvalósított állapot-visszacsatolás látja
el. Bemutatásra került, hogy az ilyen rendszerek analízisére alkalmazott diszkrét idejű modellek pontatlan
eredményekhez vezethetnek, hiszen a mintavételi pillanatok közötti viselkedést nem kezelik. A tanulmány egy
újszerű módszert mutatott be, amellyel a mintavételi pontok alapján a teljes folytonos idejű kimenet rekonstruál-
ható, beleértve a mintavételközi dinamikát is. A módszer alapja, hogy a rendszert leíró differenciálegyenletek
az egymást követő mintavételi pillanatok között átfogalmazhatók peremérték-feladatokká, melyek megoldása
a mintavételközi választ adja meg. Szimulációs példák igazolják, hogy a rendszer modelljének ismeretében
a bemutatott módszerrel visszanyerhető a mintavételközi információ, ezzel pontosabb képet adva a rendszer
minőségi jellemzőiről, mintavételközi kilengéseiről és tranziens viselkedéséről. Az eljárás robusztusságának
ellenőrzéséhez további vizsgálatok szükségesek, melyek során a kimeneti minták mérési bizonytalanságának
hibaterjedése is figyelembe vehető a számított mintavételközi megoldásra vonatkozóan.
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