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Abstract

In the present study, we perform phase space analysis on a widely known dynamic friction model, the LuGre
model. This model can describe several friction features with the help of different parameters, however, the
model is also effective in numerical simulations, as well. The focus of this study is on the linear internal damping
(bristle damping) parameter used by the LuGre model. We show that sufficiently large bristle damping values
can lead to self-excited vibrations. In order to investigate these nonlinear vibrations, we consider a simple
mechanical model: a block sliding on a horizontal surface, which is subjected to a constant external force and
the LuGre friction force with a linear viscous damping term. Despite the simplicity of the mechanical model,
we distinguish several different bifurcation scenarios — involving Hopf, fold and/or homoclinic bifurcations.
Based on the structures of the limit cycles, we found analogies with the well-known phenomenon referred to as
frictional lag.

Keywords: LuGre model, phase space analysis, Hopf bifurcation, homoclinic bifurcation, fold bifurcation of
periodic solutions, limit cycles, frictional lag

Kivonat

Jelen kutatasban egy széles korben ismert dinamikus surloddsi modellt — a LuGre-modellt — elemziink
fazistérvizsgadlat segitségével. E modell kiilonbozd paraméterek bevezetésével szamos surloddsi jelenséget képes
leirni, ugyanakkor hatékonyan haszndlhaté numerikus szimuldciok sordn is. Vizsgalataink kozéppontjaban a
LuGre-modell belsd csillapitdsi paramétere, az iin. sortecsillapitas dll, melynek elegendben nagy értékei mellett
ongerjesztett rezgések alakulhatnak ki. A nemlinedris hatasok vizsgdlata érdekében egy egyszerii mechanikai
modellt tekintiink: egy vizszintes feliileten mozgo testet, melyre dllandé kiilsd erd, linedris viszkozus csillapito
erd és a LuGre surloddsi erd hat. A mechanikai modell egyszeriisége ellenére tobb kiilonbozd bifurkdcios
esetet azonositottunk — koztiik Hopf, fold és homoklinikus bifurkdciokat. A kialakulo hatarciklusok a sebesség
ingadozdsdnak felelnek meg, analégidat mutatva a jol ismert surlodasi késlekedés (frictional lag) jelenségével.

Kulesszavak: LuGre-modell, fazistér vizsgalat, Hopf-bifurkacid, homoklinikus bifurkacio, fold bifurkacid,
hatarciklusok, surlodasi késlekedés

1. BEVEZETES

Napjainkban is szdmos kutatds foglalkozik a stirlédds komplex folyamatainak leirdsdval és modellezésével
[1, 2]. A sdrlédas modellezésének célja olyan modellek kifejlesztése, melyek leirnak minden, az alkalmazasok
szempontjabdl fontos jelenséget, emellett numerikus vizsgalatuk gyorsan és megbizhatéan végezhets el. Jelen
kutatdsban a széles korben ismert LuGre-féle stirléddsi modellt vizsgaljuk [3], mellyel azon feliil, hogy szdmos
surlédési jelenség modellezhetd, elGszeretettel haszndljdk precizids alkalmazdsok vizsgélata sordn is.

A LuGre-modell az dgynevezett dinamikus strlédasi modellek csoportjaba tartozik [1, 3], melyeknek
egy lehetséges fizikai reprezentacidja a sortés modell. A sortés modellben a kontakt feliilet egyenetlenségeit
véges merevséggel és mikro-viszkdzus csillapitdsi tényezdvel rendelkezd sortékkel modellezziik. A sorték
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deformadcidgjat belsd allapotvéltozékkal adjuk meg, melyek dinamikajat els6rendd differencidlegyenletek irjdk le.
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A LuGre-modell esetén a sorték atlagos deformdcidjét leird differencidlegyenletet a

2= _7k;z sgn (v
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alakban adhatjuk meg, ahol z a sorték deformaciéjat, k a sort€k merevségét jelol§ paraméter, Ff(v) pedig
az un. Stribeck-karakterisztika, mely a tapaddsi és csuszdsi surlddasi er6k kozotti dtmenetet irja le. A
Stribeck-karakterisztikat a szakirodalomban gyakran haszndlt, Bo €és Pavelescu [4] éltal javasolt

NG

Fy(v) = Fa+ (Fy — Fa) e (%) @)

exponencidlis jellegii 6sszefiiggés adja meg, ahol £y a csiszdsi (dinamikus) sirlodési erdt, F a tapadési (statikus)

surlédasi erdt, v, a Stribeck-sebességet, mig d a Stribeck-kitevét jeloli. A szakirodalomban gyakrana § = 1 illetve

a 0 = 2 értéket haszndljak [1, 5]. A Stribeck-kitevs értékének jelentds hatdsa van a Stribeck-karakterisztika

alakjéra, igy e paraméter megvalasztdsa a bifurkaciés folyamatokat is szamottevGen befolydsolja [6]. A § = 1-hez

és 0 = 2-hoz tartoz6 karakterisztikdk kozti kiilonbséget jol szemléltetik a 3. dbrdk gorbéi, ahol F = F t(v). A
fent emlitett okok miatt jelen kutatdsban is e két paraméterérték mellett végeztiik vizsgélatainkat.

A LuGre-modell a kovetkezSképpen definidlja a sirlédasi erdt:

Fy =kz+cz + Cu, 3)
ahol c a sorték mikro-viszkézus csillapitdsi tényezdjét jeloli, tovabba C egy tovabbi viszkdzus csillapitdst jellemez,

amely a makroszkopikus mozgédsokhoz kapcsolddik. Vizsgalataink kozéppontjaban a sorték mikro-viszkozus
csillapitasi tényezdje all, melynek meghatdrozé szerepe van a bifurkéciés folyamatokat tekintve [7].

2. MECHANIKAI MODELL

Elemzésiinkhoz a lehetd legegyszerlibb mechanikai modellt vdlasztottuk: a vizsgilt test egyenes vonald

mozgast végez a vizszintes feliileten, dlland6 F' kiilsS er6 és a (3) egyenlet szerinti /'y LuGre surlddasi erd
hatdsa alatt. Az 1. dbran lathaté szabadtest dbra alapjan felirhaté a mozgasegyenlet a kovetkezd alakban:

mv = —Fy+ F, ahol Fy=kz+ci+ Cu. 4)
y .
T i v
[ —Y .
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1. abra. Egyszerii mechanikai modell és annak szabadtest dbrdja [7]

A ¢, C és k paramétereket pozitivnak feltételezziik, a test tomegét pedig — az altalanossdg megszoritdsa
nélkiil — egységnyinek vessziik. A mechanikai modell dinamikdja egyértelmtien lefrhaté az y = [z v]*
dllapotvéltozok vektordval. Figyelembe véve a vizsgdlt test v sebességének eldjelét és az (1) illetve (4)
egyenleteket, a rendszer id6fejlGdése az aldbbi alakban adhaté meg (ahol v = 0 esetén F+ = F7) :

. Ft ha v > O7 v(1lF _kzv
y=F(y) = ,(y) B azaz FT (y) = ( k;( )) o ®)
F (Y) ha USO, —kz —cv (1:|: Ff(U)) —Cv+ F

3. EGYENSULYI PONTOK

Az egyensiilyi pontok meghatarozasahoz az tn. nullklindk metszetének médszerét alkalmazzuk:

25@(1—%&@1(1})) =0, (6)

0v=—kz—cv <1 - sz sgn(v)) —Cv+ F=0. (7
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A % = 0 egyenlethez tartozé nullklina hdrom részre bonthaté fel: a v = 0 egyenesre, illetve a z = +F (v)/k
gorbékre. Ez utébbi gorbék igy egy elforgatott és atskalazott Stribeck-karakterisztikat rajzolnak ki (14sd az 5.
abrédkat). A v = 0 egyenletet leird (7) nullklina két hiperbola jelleg( fiiggvénybdl 4ll, ezek egyikét szintén az 5.
abran illusztraljuk.

Az egyenstlyi helyek a v sebességkoordinata elGjele alapjan kategorizalhaték: ha az egyensulyi pont
a v = 0 egyenesen helyezkedik el, akkor letapadoé tipusiinak, mig ha v # 0 (azaz az egyensiilyi pont a
z = +Ff(v)/k Stribeck-karakterisztika gorbéjén helyezkedik el), akkor csiiszd tipusiinak nevezziik.

A tovibbiakban — az altaldnossdg megszoritdsa nélkiill — a pozitiv sebességli (sgnv = 1) csiszé
tipust egyenstlyi pontokat vizsgéljuk, a negativ sebességti pontokhoz kapcsol6dé szamitasok analég médon
elvégezhetSk. Ezeknek a pontoknak a sebességkoordinatai — a (6)-(7) egyenletrendszerbdl kovetkezden — a

_Fy(v) — Co+ F =0 (8)

egyenlet megolddsaval szamlthatok A (8) egyenletnek a paraméterektdl fiiggden tobb kiillonbozd gyoke is lehet.
Igy e megolddsokra a v; + jelolést hasznaljuk, ahol iy, = 2, ha 5 =1, illetve ipmax = 3, ha § = 2. A csiisz6
tipust egyensulyi pontok koordinétdi egyértelmiien megadhatSk v;" szdmitdsdval:

5| _ [Froh)/k
vt T vy ’

yi = )

A 2. dbrdn a (8) egyenlet megolddsai, azaz a rendszer y; csiiszé tipusd egyensilyi pontjainak v
sebességkoordinatdi 1athatok az F' — v sikon dbrdzolva a § = 1 illetve a = 2 esetekben. Az egyenstilyi pontok
aC = 06ésaC — oo jelol§ hatargdrbék kozti nyilt tartomanyban taldlhatok. E tartomanyon beliil, minden
(v,F") pontban lehet egyenstily egy megfeleld C' viszkézus csillapitasi paraméter esetén.
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2. dbra. A csiisz6 tipusii y; egyensiilyi helyek v sebességkoordindtdinak reprezentdcidja adott F erdk
fiiggvényében, § = 1 (balra), illetve § = 2 (jobbra) paraméterek esetén. A kék gorbesereg a (8) egyenlet
megoldasait jeloli adott C paraméter mellett. A gorbesereg hatargorbéit (C' = 0 és C' — 00) zold szinnel

Jjeloljiik, mig a gorbesereg minimum értékeit a fekete 4o gorbe jeloli. Adott I és C paraméterek mellett a szines

tartomdnyokban egy-egy csiiszo egyensiilyi pont lehet. A § = 1 mellett I értékétdl fiiggden Osszesen egy vagy

kettd, 6 = 2 mellett pedig egy, kettd vagy hdrom csiiszo egyensiilyi pont azonosithato,; az abrdk mindegyik esetre
mutatnak egy-egy példat.

4. A CSUSZO EGYENSULYI PONTOK STABILITASVIZSGALATA

4.1. Linedris stabilitasvizsgalat

Az (5) rendszert jellemz6 karakterisztikus egyenlet felirhaté a det (J* — AI) = 0 kifejezés alapjan, ahol
a J* rendre az F7 illetve az F~ vektormezdket jellemzd Jacobi-matrixokat jeloli. A karakterisztikus egyenlet
A2 4 a1\ + ap = 0 alakra hozhat6. Az qq illetve a; egyiitthatdk eljelei alapjan a Routh-Hurwitz-kritériumot
felhasznalva vizsgalhat6 az egyensulyi helyek stabilitdsa: amennyiben a; > 0 és ag > 0 teljesiil, akkor az adott
egyensulyi pont aszimptotikusan stabilis, ha valamelyik egyiitthaté negativ, akkor pedig instabil.
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A karakterisztikus egyenlet alapjdn beldthato, hogy az ag > 0 kritériumnak megfelel§ ag = 0 hatargorbe
egyenlete a c sortecsillapitastol fiiggetlen, s — a megfelel§ o paraméter esetén — a 2. dbran lathaté ay gorbékkel
azonos. Igy az ag = 0 hatdrgorbe (instabil) nyereg tipusi egyensilyi pontokat, illetve fékusz/csomé tipusi
egyenstlyi pontokat vélaszt el egymadstdl.

Az ap > 0 kritériummal ellentétben az a; > 0 kritérium fiigg a c sortecsillapitastl. Az a; = 0 hatdrgorbe
egyenlete alapjan beldthat6, hogy megfelelGen nagy c sortecsillapitas mellett az 6sszes fokusz/csomé tipusi
csiisz6 egyensilyi pont elveszti stabilitasat. Igy a bifurkdciés vizsgdlatokhoz a ¢ sortecsillapitdst valasztjuk
véltoztathat6 paraméternek.

4.2. Hopf-bifurkacioés vizsgalat

Beldthato, hogy a; = 0-ndl a stabilitdsvesztés Hopf-bifurkdcion keresztiil kovetkezik be, mely sordn
periodikus pélydk, tn. hatdrciklusok jelennek meg az egyensulyi pontok koriil a fazistérben. Hopf-bifurkéacids
vizsgélat sordn adott fokusz/csomo tipusi csiszé egyensilyi helyek esetén — nemlinedris transzforméciét
kovetGen — a A Poincaré-Ljapunov-konstanst szamitjuk. A stabilitdsvesztés tipusat e konstans elGjelének
vizsgdlatdval hatdrozzuk meg: ha A > 0, akkor a bifurkdcié szubkritikus, A < 0 esetén pedig szuperkritikus. A
Poincaré-Ljapunov-konstans az 6sszes fokusz/csomo tipusi cstisz6 egyensulyi pont esetében szamithatd, ahol
a szuperkritikus (A < 0) és a szubkritikus (A > 0) pontokat elvdlaszté hatdrgorbe meghatdrozhaté a A = 0
analitikus implicit egyenlet alapjan. A szuper- és szubkritikus tartomanyok, illetve a tartomanyokat elvélaszto
A = 0 hatargorbék a 3. abran, az tn. Hopf-diagramon lathatok.

N
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3. abra. Hopf-diagramok 6 = 1 (balra) és § = 2 (jobbra) esetén. A piros tartomdnyokban szubkritikus-, mig a
kék tartomdanyokban szuperkritikus Hopf-bifurkacié torténik. A két bifurkdciot elvalaszto — zold szinnel jelolt —
hatdrgirbéket pedig rendre a AY. illetve a A° gérbék valasztjdk el egymdstol.

5. BIFURKACIOK

A Hopf-bifurkacio az egyensilyi pont bifurkdcidja hatarciklussd, azonban a hatarciklusok esetén is
bekovetkezhetnek kiilonboz§ tipusu bifurkaciok. Egy ilyen bifurkécio tipus a homoklinikus bifurkdcio (vagy
roviden HC bifurkacid), mely esetén egy hatarciklus keletkezik, vagy szlinik meg egy nyeregponttal torténd
itk6zés kovetkeztében. Egy masik bifurkacios tipus az Un. fold bifurkdcio két hatarciklus palyéja kozt, amikor
egy stabil és egy instabil hatdrciklus jelenik meg, vagy tlinik el a fold pontban.

Feltételezve, hogy csak egyetlen fold bifurkacid torténik a c bifurkaciés paraméter valtoztatasaval, Osszesen
hét lehetséges bifurkdcios esetet kiillonboztetiink meg, melyekben Hopf, fold és/vagy homoklinikus bifurkéacié
fordul el§. E lehetséges esetek 0sszefoglaldsa a 4. dbran lathato.

A 4. dbran lathaté bifurkacios esetek mindegyikét ki tudtuk mutatni a 3. dbra tartomdnyainak valamelyiké-
ben. A legtobb esetet részletesen elemeztiik a [7] cikkben, § = 1 Stribeck-kitevé mellett. Ezért az 5. dbran
a csak § > 1 mellett tapasztalhaté SublS esetet mutatjuk be, ahol szubkritikus Hopf bifurkdcié mellett két
homoklinikus bifurkacid is bekovetkezik, rendre a cyc, illetve cyc, paraméterek esetén. Az 5. dbra bal oldalén,
adott cc, < ¢ < cye, bifurkdciés paraméter mellett l4that6 a f4zistér, melyben az y3 nyereg stabil sokasagai
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4. abra. Vdzlatos abrdk a lehetséges bifurkacios esetekrdl a vizsgalt rendszerben, ahol az v ”sugdr” paraméter a
sebesség maximumdt (Vyay ) jeloli a hatdrciklusok mentén

az y5 instabil csom6bdl kiindulva szeparétrixokat alkotnak. E szepardtrixok egy heteroklinikus hatdrt képeznek
az y; stabil egyensiilyi pont koriil, elszepardlva azt a stabil hatdrciklustél. Az 5. 4bra jobb oldaldn azt mutatjuk
be, hogy a c = cyc, értéknél bekovetkezé homoklinikus bifurkaciét kovetSen egy instabil hatarciklus jelenik
meg a stabil egyenstilyi pont koriil, mikozben a heteroklinikus hatar rdzsugorodik e hatdrciklusra. Szubkritikus
bifurkéciot kovetSen az instabil hatdrciklus razsugorodik az y; egyensilyi pontra, és ¢ > CHopt Mellett mar
minden megoldéas a stabil hatarciklus vonzdasi tartomanyaba keriil.

6. AZ ONGERJESZTETT REZGESEK ES A SURLODASI KESLEKEDES

Kisérletileg bizonyithat6 [8], hogy egyirdnyu, periodikusan valtoz6 sebességli mozgas esetén a strlddasi
erdt a sebesség fiiggvényében dbrazolva, az F'r(v) Stribeck-gorbe koriil hiszterézis gorbe alakul ki a strlodo test
gyorsuldsidtdl vagy lassuldsitol fiiggden. E jelenséget surl6dési késlekedésnek (frictional lag-nak) nevezziik. A
surlodasi késlekedés jelensége szamos mechanikai teriileten megjelenik ahol egyiranyt csiszé mozgés valésul
meg, példiul koszoriilés, ablaktorls berendezések, hajtaslanc rendszerek, fékrendszerek, kopdasi kisérletek,
pin-on-disk kisérletek és egyéb surléddsos rendszerek esetén.

Jelen cikkben bemutatott hatarciklusok jellege szamos hasonldsagot mutat a sirlddasi késlekedés jelenségét
meghatdrozo hiszterézis gorbével. Mindkét esetben egyiranyu, csiszé mozgas valésul meg a sebesség periodikus
valtozdsdval egyetemben, melynek eredményeképp egy zart gorbe alakul ki a Stribeck-gorbe koriil. Fontos
azonban kihangsulyozni a két jelenség kozti meghatdrozé kiilonbséget: a surléddsi késlekedés esetén a vizsgalt
testre hat6 kiils§ erd is periodikusan valtozik, mig jelen munkéban a kiils6 erS értéke az idGben valtozatlan.
A hatarciklusok kialakuldsa tehat — a surlddasi késlekedés esetén tapasztalt hiszterézis gorbékkel ellentétben —
ongerjesztett rezgések eredménye, igy e jelenséget ongerjesztett sirlodasi késlekedésnek is nevezhetjiik a két
jelenség kozti tagadhatatlan hasonlésdgok miatt.

Mivel a LuGre-modell sortéit jellemz6 paraméterek — azaz a sortemerevség €s csillapitds — inkabb
matematikai, mintsem fizikai jelleglek, igy e paraméterek kisérleti meghatarozdsa szdmos problémaba litkozik.
E paramétereket gyakran a kisérleti eredményekre illesztett gdrbékbdl hatdrozzdk meg. Mivel a sirlédési
késlekedés kisérletei soran inkdbb a sebességet szabalyozzak, igy a vizsgalt testre hat6 kiils6 erShatdsokra
kevesebb figyelmet forditanak. Ahogy a jelen kutatas is kihangsiilyozza, az ongerjesztett rezgésekhez a sebesség
periodikus véltoztatdsa mellett konstans kiilsg erd sziikséges, igy e jelenség kisérleti kimutatdsa tovabbi kutatdsok
témdja lehet.

7. OSSZEFOGLALAS

Jelen kutatdsban egy egyenes vonali mozgast végzs testet vizsgaltunk, melyre egy dllandé kiilsé erd
hat, az érintkezési feliileten fellépd surlddasi erdt pedig a LuGre-modell irja le. Az egyszerd mechanikai
modell ellenére a sortecsillapitds hatasa ongerjesztett rezgésekhez (hatarciklusokhoz) vezethet a fazistérben. A
szakirodalomban leggyakrabban haszndlt, a Stribeck-karakterisztikat, és a bifurkacids folyamatokat jelentSsen
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5. 4bra. A Subgg bifurkacios eset bemutatdsa a fazistérben két kiilonbozd c bifurkdacios paraméter mellett. A
v = 0 nullklina gorbéit sotét zolddel, mig a z = O gorbéit kékkel jeloljiik. Az orbitalisan aszimptotikusan stabil
hatdarciklusok palydi és a stabil egyensiilyi pontok vilagos zold, mig az instabil hatdrciklusok palydi és az
instabil egyensiilyi pontok piros szinben ldthaték. Az y3 nyereg vonzé sokasdgait narancssdrgdval, a taszité
sokasdgait feketével jeloljiik. A paraméterek: 6 =2, Fg = 1N, Fs =5N, vy =2m/s, k =5N/m,

C' =1.6 Ns/m, F'=5.704 N, m = 1 kg, ¢ = 8.25 Ns/m (bal), c = 8.45 Ns/m (jobb).

befolydsol6 paraméterekre, a § = 1 és § = 2 paraméterekre fokuszaltunk. Megmutattuk, hogy § = 2 mellett
Uj egyensilyi pontok, igy tovabbi bifurkicids esetek jelennek meg a § = 1 esethez képest. Az egyszerd
mechanikai modell ellenére tipikusan hdrom bifurkdacié tipus — Hopf, fold és homoklinikus bifurk4cié — jelenik
meg valamennyi bifurkaciés esetben. A hatdrciklusok struktdrdi alapjan szamos hasonldsigot taldltunk a
szakirodalomban is jol ismert sturl6dési késlekedés jelenségével. A modelliinkben a kiils§ er$ konstans, igy e
jelenség sortecsillapitds okozta ongerjesztett siirlédasi késlekedésnek is nevezhetd.
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