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Abstract

A well-known technique to calculate stability diagrams of delayed differential equations is the semi-
discretisation method. It approximates the monodromy operator and its eigenvalues through linear mapping.
Although it is a powerful technique it may be computationally expensive, and the implementation of the linear
mapping makes it somewhat cumbersome. The implicit subspace iteration is based on the aforementioned
principle, but instead of a linear mapping, it relies only on numerical simulation. Integrating the history
function up to the dominant time period and then via pseudo inverse calculation arbitrary many of the
dominant eigenvalues can be calculated iteratively. Its advantage is that any numerical solver can be used,
and it is applicable to many difficult problems such neutral, or stiff systems, if we can numerically simulate
them. In this work, we present the improved implicit subspace iteration method to be able to handle state-
dependent delayed systems. We compare the results of iteration to the analytical solution in a case study of
turning operation.
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Kivonat

A szemi-diszkreticazid egy kdzismert médszer idskésleltetett rendszerek stabilitasi diagramjainak szamitasara.
A modszer a monodromia matrixot és annak sajatértékeit kozeliti egy linearis leképezés altal. A hatranyai a
szamitasigénye és a leképezés implementalasanak Osszetettsége. Az implicit altér iteraciés modszer a fenti
elven alapul, de a linearis leképezés helyett numerikus szimulaciot alkalmaz. Ennek segitségével a kezdeti
fliggvényt integraljuk az idsben a fd iddperiodusig, majd az Ugynevezett pszeudo-inverz szamitassal iterativ
modon tetszdleges szdml dominans sajatértéket szamithatunk. Elénye, hogy barmely numerikus megoldd
hasznalhatd és olyan dsszetett problémékra is alkalmazhatd, mint a neutralis vagy merev rendszerek, elég, ha
megfeleld numerikus megold6 a rendelkezésiinkre &ll. Jelen munkéban, bemutatjuk az implicit altér iteracio
tovabbfejlesztett valtozatat, amely az allapotfliggd idékésésii rendszerekre stabilitdsanak meghatarozasara is
alkalmazhatd. A numerikus médszert és az analitikus megoldast egy esettanulmany soran egy esztergalasi
modellben hasonlitjuk dssze.

Kulcsszavak: szemi-diszkretizacio, implicit altér iteracio, allapotfiiggé idokéses, esztergalas

1. BEVEZETES

A mérnoki gyakorlatban rendkivil fontos, hogy meg tudjuk hatarozni egy rendszer stabilitasi
tulajdonsagait, lehet6leg még a tervezési fazisban, adott esetben mar lizemeltetés kdzben valamilyen anomalia
megértésének érdekében. A stabilitdsi hatarokat szamitva a paraméterek terében, az adott folyamatra
jellemzéen megvalaszthatoak az optimalis Uizemeltetési paraméterek, hogy garantalni tudjuk annak megfeleld
miikodését. A rendszerrdl igy kapott atfogo kép nagy eldnyt jelent ahhoz képest, mintha csak véletlenszeriien
probalndnk bedllitani az lGzemeltetési paramétereket. Azonban az elméleti szdmitdsok mérésekkel vald
Osszevetése elengedhetetlen a modellezési pontatlansagok, nem modellezett jelenségek és zavarasok miatt.
Jelen dolgozatban, az elméleti stabilitds szamitasi modszerekre koncentralunk. A legtébb valds mérndki
rendszer rendelkezik valamilyen nemlinearis tulajdonsaggal, amit sokszor kézelitink linearizalt modellekkel
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az egyensulyi hely kozelében. Tovabba a kiilonbozé gyartasi és megmunkalasi folyamatokat gyakran
idokésleltetett differencidlegyenletekre (DDE) vezetnek. Ezek stabilitasanak vizsgalatara jol bevalt modszer a
szemi-diszkretizacio [1], amely lineéris leképezéssel kozeliti a monodromia operatort. Bar hatdsos modszer,
de rendkivil szamitasigényes lehet, amennyiben megfelel6 felbontast szeretnénk elérni, ezen Kivil tovabbi
matematikai atalakitasokat igényel az eredeti DDE rendszer. Egy alternativ modszer, az implicit altér-iteracio
(1SS1) [2,3], amely ugyanezen elvre épul, de a monodrémia matrixon alapul6 linearis leképezés helyett csak
numerikus szimuldcidra tamaszkodik. Id6beli integrlassal a kezdeti allapotbdl Kiindulva a jellemzé
id6allandoig szimulaljuk a rendszert, majd pszeudo-inverz szamitast végezve iterativ modon kiszdmithatoak a
dominans multiplikatorok, amelyek megadjak a rendszer stabilitasat. E megkozelités elénye a rugalmassag:
tetsz6leges numerikus megoldd hasznalhatd az id6beli szimulaciora. Ezenkivil Osszetett esetekben is
alkalmazhat6, mint neutrélis, nemlineéris, nem sima vagy merev rendszerek, amennyiben lehetséges a
mozgasegyenlet idébeli szimulacioja, és nem igényel tovabbi atalakitast, sem linearizalast az eredeti
mozgasegyenlet. Mindkét stabilitds sz&mitasi megoldds hatékonysaga tovabb novelheté a tobbdimenzids
felez6 modszer (MDBM) alkalmazésaval [4]. Jelenlegi munkénkban bemutatjuk a tovébbfejlesztett I1SSI
modszert, amely alkalmas allapotfiiggé id6késésii rendszerek (SDD) kezelésére is. Ezt egy esettanulmanyban
szemléltetjiik is. Eloszor a 2. fejezetben bemutatjuk a példanak hasznalt allapotfiiggd idokésést tartalmazd
Osszetett esztergalasi modellt, annak nemlineéris és linearizalt mozgéasegyenletét, amely tdmaszkodik a [5]-
ben bemutatott megoldasokra. Majd, a 3. fejezetben réviden ismertetjiik a szemi-diszkretizaciot, az arra épiilé
altalanos ISSI mddszert, majd az altalunk megvaldsitott tovabbfejlesztését. Végul a 4. fejezetben
dsszehasonlitjuk az ISSI eredményeit a linearizalt rendszer D-szeparécion alapuld megoldasaival validalva az
altalunk bemutatott modszer hatékonysagat.

2. MECHANIKAI MODELL

Az esztergélasi folyamat [5] egyszeriisitett modellje egy tOkéletesen merev munkadarabbol és egy
rugalmas szerszambdl all, amelyet egy m témeggel, egy k rugoéallandéval és egy c csillapitassal modellezink,
ahogyan az 1. abran lathato. Ez a modell mar magaban foglalja a regenerativ hatast a linearis F, F,
erOkarakterisztikan keresztul, amelyek a h(t) aktualis forgacsvastagsagtol figgenek. A forgacsvastagsag pedig
felirhaté egy fordulattal korabbi szerszampozicié y(t —t) és az aktualis szerszdmpozicié y(t) kozotti
kulonbséget véve, amely egy masodrendii DDE modellt eredményez. A késleltetésre felirt egyenlet a
szogsebesseg integralasaval egy teljes korllforduldsi szogbdl szamithato, ami matematikailag a kovetkezo
implicit integralegyenlettel fejezhet6 ki

[y () @t = 2m, (1)

amely alland6 id6késést eredményez, ha az ors6 fordulatszama allandé 02(t) = 2,. Ezt a modellt
kiterjesztettik a motor jellemzdit figyelembe véve egy PD-szabalyozdval, amelynek célja az eszterga
névlegesen beéllitott 02, orsofordulatszamanak tartasa.

y

rugalmas
SZErszam

1. abra. Allapotfiiggd idékésésii véltozd fordulatszami esztergalasi modell

OGET-2024 253



XXXII. Nemzetkozi Gépészeti Taldlkozé

Ez a konfiguracio lehet6vé teszi a valddi fordulatszam kis mértéki eltérését a névlegesen bedllitott értéktol
0(t) = Ny + w(t). Tehdt igy felirva az (1) egyenletben szerepld idokésés fiigg az egyik allapotvaltozotol
7(02,), amely 2 szabadsagfokl allapotfiiggd id6késésii esztergalasi modellhez vezet az 1. brdn bemutatott
modon, ahol az allapotvaltozok a pozicid y(t) és az orso szoghelyzete ¢ (t). Cauchy-atirassal els6 rendi alakra
attérve altalanosan a kovetkez6 alakban kapjuk a rendszert

x(t) = f(x(®), x(t — 1), 7(x)), )

ahol x(t) = [y, @, y, w]" az &llapotvaltoz6, x(t — 7) az idékésleltetett valtozok vektora, és x,(8) = x(t + 6),
0 € [—1,0]. A (2) egyenletet felirva a modellre a kovetkezé differencialegyenlet rendszert kapjuk

. 70
Y ()
5| = | 250090 — w230 + 2 wr@,) + y(t - 1(2) - y(©) | ©
w M-wK,RwT(2p)+y(t—1(2:))-y(1)
%]

ahol a tovabbi technolégiai paraméterek ¢ relativ csillapitasi tényez6, w,, csillapitatlan sajatkorfrekvencia, w
forgacsszelesség, K, és K, linedris erd karakterisztikdt jellemzé allandok, v eldtolas sebessége, a PD
nyomaték szabalyozas M = —p@(t) — dw(t) a megfeleld erdsitési tényezdkkel, R a munkadarab sugara és @
a munkadarab tehetetlenségi nyomatéka. Az ilyen allapotfiiggé id6késésii rendszerek linearizaldsa nehézkes,
mivel a rendszer nem differencialhatd az allapotvaltozok tekintetében, ezért "valodi” linearizalas nem is
lehetséges. Az [5]-ben atfogd magyaradzatot és levezetést adtak egy hasonld esztergalasi modell esetén a
linearizalt rendszer megalkotasahoz, amely a (2) egyenlet linearizalasabol és felbontasabol a kovetkezd
forméara vezet

x(t) = Lx(t) + Rx(t — 1), 4)

a kovetkez6 egyiitthaté matrixokkal, ahol L a Jacobi-matrix

0 0 1 0
0 0 0 1
WK WK, v
L= _Ty_ nz — mgo —2¢w, 0 5)
WK, R _p + WK, RV 0 _ E
) ) 040, )
valamint
0 0 0 O
0 0 0 0
wkKk wkK, v
y y
— 0
R=| — —_— . (6)
wK, R wK,Rv 0
C] 010, i

Az R matrix tartalmazza a késleltetett valtozok szerinti derivaltak egyutthatéit kiegészitve a Frechét-
derivaltbol szadrmazd tovabbi mennyiségekkel. A (4) egyenletben szerepld linearizalt rendszernek mar
szadmithatd a lineéris stabilitdsa. Az exponenciélis probafliggvényt behelyettesitve kapjuk a karakterisztikus
egyenletet, majd elvégezve a D-szeparaciot a karakterisztikus egyenletet valos és képzetes részre bontva és
behelyettesitve a stabilitdsvaltashoz tartozd, Ugynevezett kritikus frekvenciat. Az igy eredményezett
nemlineéris egyenletrendszer analitikus megoldéasa altaldban nem lehetséges, igy egy alkalmas numerikus
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megoldoval szdmithatjuk a stabilitasi hatarokat. Erre egy hatékony numerikus gyokkeres6 eljarast, a
tobbdimenzids felez6 mddszert (MDBM) hasznaltuk [4], amely tetszéleges dimenzidt figyelembe véve
iteracios lépések soran kelld pontossaggal és rendkiviili gyorsasaggal képes szamolni a stabilitési hatarokat a
kivalasztott paramétertartomanyon, kiilénosen is a gyakran alkalmazott ,,brute-force” modszerekhez képest.

3. STABILITASVIZSGALAT, IMPLICIT ALTER ITERACIO

A gyakorlatban a termelékenység ndvelése érdekében névelhetjiik, tobbek k6zo6tt a w forgacsszélességet
vagy az ), fordulatszamot, ez azonban nemkivanatos rezgesek kialakuldsahoz, hibads munkadarabokhoz és
akar rovidebb szerszamélethez vezethet. A stabil munkaponton vald tizemelés megfelelé mindségl
megmunkalast tesz lehetévé. Az instabil pontok nemkivéanatos nagy amplitidoju ongerjesztett rezgésekhez
(angolul ,chatter”) tartoznak, ami a munkadarabon rossz megmunkalasi fellletet eredményez. A
szakirodalomban az id6késleltetett rendszerek stabilitdsvizsgalatanak kozismert mddszere a szemi-
diszkretiz&cio [1]. A kesleltetett rendszereket természetiiknél fogva végtelen dimenzids fazistérben kell
vizsgalni, ahol a monodromia operéator a rendszer multbeli (kezd6) allapotat egy periddussal késébbi allapotaba
valé atmenetét irja le, mely sematikus abraja a 2. abran lathaté. A kezdeti, maltat leiré fliggvény
diszkretizalasaval, azt alkalmasan megvalasztott egyenld id6lépésenként felbontva, a DDE igy kdzonséges
differencidlegyenlet rendszerrel kozelithet6. Ez egy diszkrét linearis leképezésre vezet, ahol a végtelen
dimenziés monodromia operatort a Floquet-matrix kozeliti, melyet az egyes id6lépésekhez tartozo atviteli
matrixok szorzataként szamithatunk, amely a kovetkezé alakra vezet

Si = ¢DVl-, (7)

ahol S; a diszkretizalt kezdeti fliggvény, V; az egy periodussal késbbi allapot és @ az atviteli (monodromia)
matrix. A rendszer stabilitasanak feltétele, hogy a & éatviteli matrix minden sajatértéke, a karakterisztikus
multiplikatorok, modulusza kisebb legyen egynél. Ez a modszer rendkivil szdmitasigényes lehet a sok (az
id6léptékkel forditottan aranyos Szamu) matrixszorzas miatt a teljes paraméter tartomanyon szamitva,
kiilénosen is kelléen nagy felbontés esetén.
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2. abra. Iddbeli szimuldcio és a linearis leképezés bemutatasa

Az implicit altér-iteraciés modszer a Floquet elméleten alapul és szemi-diszkretizaciobol kiindulva lett
éltalénositva [2]. A valtozok V; kezdeti éllapotét az egy periédussal késébbi S éllapotukkal 6sszek6tc’i lineéris
@d~H iterativ szdmolas sordn egy linearis altérrel kozelitjlk tetszélegesen megvalasztott szamu dominans
sajatérték és sajatvektor figyelembevételével. A rendszer kezdeti llapotat a fixpontja koriil véletlenszertien
perturbaljuk, ahogyan a 2. abran lathatd. Ezt kovetden [3]-ben leirtak szerint iddben szimulaljuk a rendszert,
majd a kezdeti, valamint az egy periodussal késobbi allapottal szamitjuk a H kozelitd matrix sajatértékeit
pszeudo-inverz szamitéassal keresztll. Azonban a rendszer fixpontjat eldzetesen ismerni kell és figyelembe kell
venni a szamitas soran. Megjegyzendd, hogy a kozelités pontossaga az iteraciok szamatol és a kiszamitott
sajatértékek szamatdl fugg, amelyek kell6 hangolast igényelnek érzékenységuk miatt. Tovabba a perturbacid
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normajanak mértékét is koriiltekintéen kell megvalasztani, mivel nemlinearis rendszerek esetében til nagy
perturbacio esetén a linearis kozelités mar nem megfeleld, a tal kicsi perturbacid pedig aritmetikai hibakhoz
vezethet. Fontos megjegyezni, hogy az SDD rendszerek természetiiknél fogva nemlineérisak, igy az SDD
rendszerek esetén erre mindig ugyelni kell.

Altalanossagban, az iteracio soran szamitott sajatvektorok lehetnek komplexek is, amit altalaban kezelni
tudnak a numerikus szimulacios sémak, azonban az SDD rendszerek esetében ez nem lehetséges. Az (1)
egyenletet tekintve egy komplex valtoz6 komplex idékésést eredményezne, ami fizikailag értelmezhetetlen.
Ezért az ISSI-mddszert tovabbfejlesztettiik és Kkiegészitettik, a kozelité atviteli matrix Schur-
dekompozicidjanak szamitasaval. A Schur-dekompozicio és egy jobb kvazi-fels6 hdromszogmatrixra T; vezet,
amelyek elemei és a hozzatartozO bazisvektorok U;valdsak. A sz&mitds soran a sajatértékek y; is
autdmatikusan kiadodnak. Ez az atalakitas lehet6vé teszi az ISSI hasznalatat SDD-rendszerek esetében is. Az
iteracids eljaras lépései a (8)-(11) egyenletben szerepelnek, melyet a kivant pontossag elérésének érdekében
megfeleld szdmban megismétliink.

idébeli szimulaci6 (8)
— W
_1 9
H = (85) slv ®)
Schur(H;) - U;, T;, u; (10)
Siv1 = VU, (11)

A Kiterjesztett ISSI-mddszer validalasara 6sszehasonlitottuk a (4) egyenletben szerepld linearizalt
rendszert a (3) egyenletben szerepl6 eredeti nemlinearis SDD esztergaldsi modellel. A numerikus szimulaciot
4. rendi Runge-Kutta-modszerrel végeztik MATLAB-ban implementalva. Az eredeti nemlineéaris rendszert
szimulélva minden egyes id61épésnél szamitani kell az id6késést az (1) egyenletben szerepld implicit egyenlet
megoldasaval. Ezért az integralt diszkrét alakban szummazéssal kozelitettik a maltbeli allapotvaltozék
ismeretével, vegul az idékésést interpolalassal hataroztuk meg. A kivalasztott paramétertartomanyon pedig az
MDBM modszert [4] hasznalva szamitottuk ki a stabilitasi hatarokat.
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3. abra. Stabilitasi diagram, az 1SSl és a D-szeparécidval kapott eredmények dsszehasonlitasa
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4. OSSZEFOGLALAS

Az egyszeriibb elméleti modellek sokszor pontatlanok és eltérést mutatnak a valos mérésekhez képest.
A pontosabb eredmények eléréséhez dsszetettebb modellekre van sziikség, amelyek kevésbé elterjedtek mivel
bonyolult matematikai vizsgalatokat igényelnek. Az itt bemutatott ISSI modszer lehetévé teszi, hogy a jovében
komplex modellek esetén is egyszeriibben elvégezhetd legyen a stabilitasvizsgalat, ezaltal pontosabb
modelleket tudjunk vizsgalni és igy feltérképezni a paraméterek hatdsat a megmunkalasi folyamatok
stabilitasara. A ISSI szimulacio alapu stabilitas szamitasi modszert és a pontosnak tekintett Frechét-derivalton
alapulé kapcsolodd linearizalt rendszer stabilitdshatarait 6sszehasonlitva vonalszélességen belili
eredményeket kapunk, amint az a 3. 4bran lathat6. A mddszerrel meghatarozhatdak az esztergalasi modelleknél
jOl ismert, ugynevezett ,lobe” strukturaji stabilitasi hatarok. A modszer tovabbi elénye a D-szeparaciohoz
képest, hogy a stabil (szlrke kitoltéssel jelolve) és instabil tartoméanyok (fehér tartomany) kozvetlenil
meghatarozhatdak, mig az utobbi esetében az Gsszes ,,lobe”-t (bifurkacios vonalat) kiszamitjuk, amelyek csak
azt mutatjdk meg, hogy a hatart atlépve tjabb gyokpar veszti el a stabilitasat, de ebb6l nem kovetkezik, hogy
az egyik oldal biztosan stabil. A kiterjesztett ISSI hatékony modszernek bizonyul az allapotfiiggd id6késésii
rendszerek lineéris stabilitasi tulajdonsagainak meghatarozasara anélkil, hogy a bonyolult linearizalast el
kellene végezni. A modszer elénye, hogy 0sszetett rendszerek, példaul a bemutatott SDD, neutralis, nem sima
és merev rendszerek esetén is alkalmazhatd, ehhez elegendé a differencialegyenlet rendszer felirasa,
amennyiben annak megfelel6 id6beli szimulacioja lehetséges.
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