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Abstract

The phenomenon of dry friction is present in many fields of mechanical engineering. It plays an important role
in areas such as the wheel-road connection, brake systems, or gas turbine blades, and has an impact not only
on reliability but also on positioning accuracy and efficiency. Engineers have been trying to model this
complex phenomenon mathematically since the 18th century. By examining their models, many nonlinear
dynamic phenomena can be discovered, which may also have an impact on the operation of our devices. We
present a simple one-degree-of-freedom mechanical system with different friction models, in which chaotic
behavior can arise. We also highlight some additional phenomena, which are a peculiarity of the so-called
piecewise smooth mechanical systems and occur in this model as well.
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Kivonat

A széraz surlédas jelensége a gépészet szamos teriletén jelen van. Olyan terileteken jatszik fontos szerepet,
mint a kerék-ut kapcsolat, fékberendezések, vagy gazturbinadk lapatjai, és kihatassal van a megbizhatdsag
mellett a beallasi pontossagra és a hatasfokra is. A mérnokok igyekeztek ezt az dsszetett jelenséget mar a 18.
szazadtol matematikailag kezelhetéen modellezni. Modelljeiket megvizsgalva szamos nemlinearis dinamikai
Jelenség fedezhetd fel, melyek ugyancsak kihatdssal lehetnek a berendezéseink miikodésére. Bemutatunk egy
egyszeri egy szabadsagfoku mechanikai rendszert, melyben kiilonbozé surlodasi modellek felhasznalasaval
kaotikus viselkedés is megval6sulhat. Kiemeliink néhany tovabbi jelenséget, mely az Gn. szakaszosan sima
mechanikai rendszerekre jellemzé, és ebben a modellben is eldfordul.

Kulcsszavak: surlddasi tényezd, peridduskett6zdés, kaosz, Feigenbaum-allandd

1. BEVEZETES

A széraz surlodas altaldban nemkivanatos jelenseg a gépészeti tervezésben, azonban vannak olyan
teriiletek, ahol fontos szerepet tolt be. Példaul géz- és gazturbinakban alkalmazott csillapitd ékek a
tehetetlenségi hatdsok miatt forgas kdzben a lapatok alsé feluletéhez nyomaodva csillapitjak a lapatok rezgéseit
[1, 2]. Vannak azonban példak, ahol éppen a surlédas nemkivanatos hatésait igyekeziink csokkenteni, mint
példaul fékek csikorgasa, vagy a pozicionalas [3, 4]. Ahhoz, hogy az ehhez hasonlé mechanikai rendszerek
viselkedését tanulmanyozhassuk, sziikséges egy modell felallitasa. Az elmalt évtizedek alatt sokféle surlodasi
modellt allitottak fel. Jelen cikkben ezek koziil kettdvel fogunk részletesebben foglalkozni: a Coulomb- és a
Stribeck-modellel.

1.1. A mechanikai modell

A lehet6 legegyszeriibb modellt igyekeztliink hasznalni, amivel még lehetséges megragadni a strlodasi
jelenségek fontos jellemzobit. Erre a célra egy egy szabadsagfoki mechanikai rendszert valasztottunk, melyet
az 1(a) abra szemléltet. Ebben egy m tomegii hasab érdes talajon cstszik, mig a falhoz linearis rugd kapcsolja,
masik oldalon pedig harmonikus erdgerjesztés miikodik. Ez a modell 6nmagaban, vagy kis kiegészitéssel
képes leirni a bevezetéshen emlitett mechanikai rendszereket, és alkalmas a legtébb surlodasi 6sszefiiggés
vizsgélatara.
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1. dbra. Mechanikai modell (a) és surlédasi modellek (b) (Folytonos — Coulomb, szaggatott — Stribeck)

A mechanikai modellt dimenzi6tlanitottuk, hogy a rendszer altalanosan vizsgélhato legyen, a megallapitasok
hasonlé mechanikai rendszerek csaladjara is érvényesek legyenek. Az igy kapott mozgasegyenlet a kovetkez6
alaku:

¥+ x =cos(2t) — S, f (%),

melyben mar csak a gerjesztés dimenzio6tlan korfrekvencidja (Q), valamint a célszeriien atskalazott cstszasi
surlodasi egyutthato szerepel.

A surlddas figyelembevételére is egy egyszerti matematikai modellt valasztottunk. Fontos, hogy a sturlodas
megjelenése a modellben jellegébdl adodoan un. szakaszosan simava teszi a leird egyenleteket. Ez a legtobb
esetben azt jelenti, hogy a sebesség el6jelvaltdsakor egy masik egyenlet-rendszer lesz érvényes. Majdnem
minden sarlddasi modellekben megjelenik ilyen szakadas, vannak azonban 6sszetettebb modellek, melyekben
egy nem fizikai paraméterrel simithatd a viselkedés.

Ebben a kutatasban két tipust vizsgaltunk meg, a modositott Coulomb-modellt, melyben szétvalasztottuk a
statikus és a dinamikus sarlddasi egydtthatdt,

Lhax >0 }

fx) € {[—50/51'50/51].}1355 =0
—lhax <0

valamint egy a Stribeck-hatast figyelembe vevo Osszefiiggést:

) € 1+ (Se/S; — 1) -eC*/¥) hax > 0
X ; )
—(1+(So/S1— 1)) - e®¥/%9 hax < 0

ahol vs a statikus és dinamikus tényez6 kozti atmenetet leird konstans, az atmenetet pedig az exponencialis fliggvény
biztositja. A surlodasi tényezé sebességtol valo fliggését az 1(b) dbra szemlélteti mindkét esetben.

A két modellben kozos, hogy diszkontinuitast idéz el6 a mozgasegyenletben, de mig a Coulomb modellben ez
kétszeresen is megtorténik (irdnyvaltasnal és letapadas utani felszakadaskor), addig ez utobbi a Stribeck
modellnél a tényezOk kozti folytonos atmenet miatt nem jelentkezik. Ennek hatasat fogjuk latni az
eredményekben.

2. ALKALMAZOTT NUMERIKUS VIZSGALATI MODSZEREK

2.1 Bifurkaciés diagramok

A modell viselkedésének feltérképezésére idétartomanybeli numerikus szimulaciot végeztiink, és tobb
jellemz6 mennyiséget regisztraltunk. Ezek koziil a rendszer vizsgalatara legjellemzébbnek a letapadaskori
kitérés bizonyult. A test ugyanis Kis kitéréskor bekovetkezd iranyvaltaskor rovid idére letapadhat, mig a
gerjesztd erd le nem kiizdi a tapadasi surlodast. Egy, vagy tobbperiodusos harmonikus lengémozgas esetén
ezek a letapadasok mindig ugyanazokra az elmozdulasértékekre esnek, de példaul kaotikus mozgéskor egy
tartomanyon szorddnak szét.
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A Coulomb-surlédasos matematikai modell megoldasa ket ilyen letapadas, vagy iranyvaltoztatds kozt
kifejezhetd zart alakban, ezért ott csak a felszakadasok pillanatanak szamitasa terhelt numerikus hibaval. A
Stribeck-modell esetében viszont numerikus integralast kellett alkalmazni, zart alakd megoldast itt nem
sikeriilt eléallitani.

Valtoztathat6 paraméterként a dinamikus surlodasi tényezot jeloltiik ki (S1=0-0,4), a fix paraméterek pedig a
statikus tényez6 (So=0,4), valamint a gerjesztési korfrekvencia (Q=0,5) voltak. Ezekkel a beallitdsokkal a
valtozé paraméter minden értékére véletlen kezdeti allapotbol tébb szimulaciét is inditottunk, majd az
allanddsult mozgas utols6 néhany letapadasat a 2. és 3. abrakon lathat6 bifurkécids diagramokon pontokkal
abrazoltuk.

2.2 Maximalis Ljapunov-exponens

A kialakul6 mozgéas kaotikussagat a maximalis Ljapunov exponens pozitiv volta képes jelezni. A Ljapunov
exponens leirja két kdzeli megoldas egymastol vald tavolodasat. Az exponencidlis tAvolodas jele a kaosznak.
Ennek a mennyiségnek a szamitasdhoz két kilonbozo eljarast hasznaltunk fel. Egyrészt egymas kozelébol
inditva két megoldast, mértiik a koztiikk a fazistérben 1év6 tavolsag alakulasat (2. abra alsé felén folytonos
vonal). Méasrészt felhasznaltuk Stefanski és Kapitaniak madszerét [5], amely két hasonlé dinamikai rendszer
szinkronizélasaval hatarozza meg a Ljapunov exponenst (2. abra alsd felén piros kérok). Mindkét modszer
elénye, hogy alkalmazhat6 szakaszosan sima rendszerekre is.

3. EREDMENYEK

A bifurkécios diagramokon jél lathatd, hogyan valtozik meg a rendszer viselkedése egyetlen paraméter
valtozasanak hatasara. Mind a Coulomb, mind pedig a Stribeck surlodasos modellel megfigyelhetd
peridduskett6zodés, vagyis, amikor egy gerjesztési periodus alatt a mozgas tobb periodusu.
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2. &bra. Bifurkacios diagram és maximalis Ljapunov-exponens a Coulomb-modellben

Mig azonban a 2. abran jobbrol balra haladva periodus kett6z6dés utan (S1=0,687) azonnali kiterjedt kaosz all
be (S:=0,439-0,557), majd utana hirtelen ismét periodikussa valik a mozgas (folytonos vonal S;=0,358-0,439),
addig a 3. dbran egy un. periodus kett6z6, vagy Feigenbaum-kaszkad soran (S1=0,07856-0,08917) jutunk el a
kaotikus tartomanyig, ami azutan ugyanilyen médon sziinik meg (S1=0,03473-0,05641).
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3. dbra. Bifurkacids diagram a Stribeck modellben

A Feigenbaum kaszk&dnak folytonos rendszerek unimodalis leképezéseiben jellemz6 tulajdonsaga, hogy az
egymast kovetd kettézddések (elagazasi pontok) egyre kozelebb vannak egyméshoz, valamint ezeknek a
tavolsagoknak a paronkénti hanyadosai allandok (a 3. abra jeloléseivel Li/Lo=L2/L3). A Stribeck modellben ez
a hanyados nem bizonyult alland6nak. A kapott értékeket az 1. és 2. tdblazatokban foglaltuk dssze.

Feigenbaum-alland6 a Stribeck-modellben a bal oldali kaszkadban 1. tdblazat
Elagazasok tavolsaganak hanyadosa Feigenbaum-allando értéke
Li/Ls 1.6462
Lo/Ls 2.5428
La/Ls 3.6351
L4/Ls 4.625
Feigenbaum-allandé a Stribeck-modellben a jobb oldali kaszk&dban 2. tblazat
Elagazasok tavolsdganak hanyadosa Feigenbaum-allandé értéke
L./L 5.9152
Lo/Ls 2.4946
La/L4 3.8219
La/Ls 4.0556
Ls/Ls 6.0

Feigenbaum cikkében kvadratikus egydimenzios leképezésekre fogalmazta meg megallapitésait, mely szerint
a hanyadosok az eldgazasok mentén konstanshoz tartanak. A mi esetlinkben haromdimenzios a fazistér, de a
letapadasok dinamikajat szintén lehet kdzeliteni egydimenzios leképezéssel.
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4. OSSZEFOGLALAS ES TOVABBLEPES

Az egyszeri, egyszabadsagfoki mechanikai modelliinkben kialakulé mozgas nagyban fiigg attdl, hogy
milyen surlodéasi modellt valasztunk a probléma matematikai leirdsdban. Eléfordulhat kaotikus viselkedés is,
de ennek bekdvetkezése eltéré modon mehet végbe. A szakaszosan sima dinamikai rendszerek abban is
eltérnek a folytonos fiiggvényekkel leirhatoktol, hogy ha a kaotikus mozgas periodus kettézések soran at
valdsul meg, akkor a Feigenbaum-alland6 szamitasakor nem mindig tart monoton madon egy allando értékhez.
A tovabbiakban a kaosz alatdmasztasara szilkséges megvizsgalni a Stribeck-modellben is a Ljapunov-
exponens alakulasat, valamint a rogzitett paraméterek eltérd értékére, és masik valtozo paramétereket valasztva
is feltérképezni a rendszer viselkedését.
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