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Abstract

Safety-Critical Control is emerging as one of the most significant research areas nowadays. Its undisputed
reputation is due to the straightforward computation of the input signal for any nonlinear system. In its
practical implementation, one of the major challenges is the input constraint, since the forward invariance,
on which the Safety-Critical Control is based, can no longer be guaranteed. To address this problem, the
Backup set method has been used and applied via the example of the inverted pendulum.

Keywords: Safety-Critical Control, nonlinear control, input constraint, inverted pendulum

Kivonat

A Biztonsagkritikus szabalyzas napjaink egyik legmeghatarozébb kutatasi teriletévé kezd valni. Toretlen
népszeriiségét a beavatkozojel gordiilékeny kiszamitasanak koszOnheti barmilyen nemlinearis rendszer
esetén is. Gyakorlati megvaldsitasaban az egyik legnagyobb akadalyt a korlatolt beavatkozas jelenti, hiszen
ekkor a halmazinvariancia, ami alapjan miikodik a Biztonsagkritikus szabadlyzas, t6bbé mar nem biztosithato.
Ennek megoldasara a Backup set modszert hasznaltuk fel és alkalmaztuk az inverz inga példajan keresztil.

Kulcsszavak: Biztonsagkritikus Szabalyzas, nemlineéaris szabalyzas, korlatolt beavatkozas

1. BEVEZETES

A biztonsagos mitkddés a dinamikai rendszereink elsddleges célja. Azt viszont, hogy pontosan mit
értiink biztonsag alatt, intuitiv és problémafiiggd. Gépészmérnoki teriileten leggyakrabban gépek munkaponti
miikodésére gondolhatunk, ennek szabalyzasara jellemz6éen egyensulyi hely korili stabilizalast hasznalnak.
Ennek értelmében a cél, hogy a rendszer allapotvaltozoi a fazistér egy pontjaban legyenek tartva. Teljesen
mas perspektivat nyajt és ebbdl kifolydlag mas jellegli feladatokra is alkalmazhaté a Biztonsagkritikus
szabalyzas, mely az elobbi gondolatmenet alapjan a fazistéren mar nem egy pontban, hanem egy halmazon
belil tartja az allapotvaltozokat [1]. Alkalmazési terlilete szerteagazo, elsddlegesen akadaly kikertilésére
hasznaljak, példaul [2]-ben lathatjuk segway-en, dronokon, vadaszrepiilén és kiilonb6z6 robotokon tesztelve.
Azonban még sokrétiibb elterjedésének egyik legnagyobb korlatjat a beavatkozéjel szaturacidja jelenti,
masnéven a valosagban alkalmazéasakor az aktuatorok nem képesek elérni a szabalyz6 altal elére
meghatarozott beavatkozas értékét. Erre nem lehet az az &ltalanos irdnyelv, hogy épitsink nagyobb és
er@sebb motorokat, mert egyrészrél az egyre erésebb aktuatorok gyartasa egy ponton tdl mar nem lenne sem
praktikus, sem megfizethetd; masrészrél talalkozhatunk a valdsagban olyan szabalyzokkal, melyek olyan
fizikai mennyiségek alapjan mikodnek, amik természetiiknél fogva korlatosak (példaul ilyen az abszolut
homérséklet vagy a légnyomas). A Biztonsagkritikus szabalyzads megjelenése oOta annak egyik
legkomplikaltabb részteriilete éppen a korlatolt beavatkozas jelenlétében vald hatékony miikodés biztositasa.
Szédmos probalkozas talalhaté meg a szakirodalomban, viszont ezek kozil a leghatékonyabbnak mutatkozd
Backup set modszert [3] hasznaltuk fel. Hatranya ugyanakkor, hogy megkonstrudlasara nincs altalanos
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maodszertan, igy munkank soran sajat otlettel megalkotott backup set és kontrollert alkalmaztunk mégpedig a
Lyapunov-egyenlet [4] segitségével.

2. BIZTONSAGKRITIKUS SZABALYZAS

Miel6tt ratérnénk a szabalyzasra, eldszor sziikséges bevezetni magat a dinamikai rendszert, melyet
affinnak tekinttnk:

x(t) =f(x) + gx)u =F(x,u), @
ahol x(t) € R™ az allapotvaltozok vektora, f: R™ —» R™ ésg: R™ - R™™ a dinamikai modellt jellemzd
vektor — és matrixfiggvények, illetve u € R™ a beavatkozdjel vektora. A rendszer affinsdgan azt értjik,
hogy a beavatkozojel linearisan kiemelhet6 az (1)-es egyenlet jobboldalan. Ezt kdvetden, ha a biztonsagot a
matematika nyelvére szeretnénk leforditani, akkor egy olyan szabéalyzas megtervezésére van szikséglnk,
mely az allapotvaltozdkat egy bizonyos hataron belul képes tartani, melyre biztonsédgos tartomanyként
hivatkozhatunk. A tovabbiakban a szabalyzénak ezt a tulajdonsagat nevezziik halmazinvariancianak. llyen
biztonsagkritikus szabalyozdék az ugynevezett Control Barrier Function (CBF) [1] elméletével
konstrualhatok, amely soran a biztonsigos tartomanyt egy h:R™ —» R fliggvénnyel definialjuk az
allapotvaltozok terében, és a h > 0 halmazra biztonsagos tartomanyként hivatkozunk [2]. Ha teljesul az (1)-
es dinamikai rendszer 6sszes x elemére a kovetkez6 egyenldtlenség, akkor h-t valodi CBF-nek nevezhetjlk:

h(x,u) = —k(h(x)), (2)

melyben k: R - Regy Ugynevezett class-K fliggvény és legfontosabb tulajdonsaga, hogy x(0) =0,
valamint szigorian monoton névekvé fiiggvény. A szabalyzojel altalanos esetben optimalizacids probléma
(Quadratic Programming) megoldasaként all el6 [1]:

u(x) = argmin %|u —kya(®)|? 3
st A(x,u) > —k(h(x)),

ahol kq: R™ - R™ egy ismertnek tekinthet6, nominalis szabéalyzas. Az optimalizacié olyan u(x) bemenetet
biztosit végeredményben, mely minimalisan mddositja a nominalis szabalyzast olyan mddon, hogy a
rendszer allapotvaltozdi altal meghatarozott trajektéria a biztonsagos tartomanyon belll marad végig a
szimulacié alatt. Lathaté tovabba, hogy az wu(x) visszacsatolt beavatkozasnak nem része a Kkorlatolt
beavatkozas kezelése, igy nem is meglepd, hogy azt sokszor nem vagyunk képesek kezelni. Amennyiben a
(3)-as optimaliz&cidhoz hozzatennénk az u,;, < u(x) < u,,x feltételt, akkor arra a megallapitasra jutnank,
hogy az optimalizalandé fliggvénynek nem létezik minimuma, igy mas maédszerhez kell folyamodnunk.

3. BACKUP SET MODSZER

Ami a korlatos beavatkozas melletti CBF szabalyzést illeti, az elmult évek legnagyobb figyelmét a
Backup set modszer szerezte, hiszen azon kivil, hogy barmilyen &ltalanos dinamikai rendszeren
alkalmazhat6, még matematikailag is bizonyitott modszer. Az eléz6 fejezetben targyalt CBF-nek az a valddi
hibaja, hogy korlatolt beavatkozas mellett nem feltétlen lesz kontroll-invarians. Ezzel szemben a Backup set
madszer kiindulopontja pont a CBF-ével ellentétes: elszor keresiink egy kontroll-invarians halmazt, melyet
hy: R™ - R backup set-nek hivunk és a biztonsagos tartoméany részhalmaza, majd egy Kkp(x): R" —
R™ backup kontrollert, mely azon tdl, hogy korlatolt beavatkoz&st, még miikodése alatt a backup set
kontroll-invarians is. Amennyiben sikeriil alkalmas backup set-et és kontrollert taldlni (hiszen ezek
megkonstrualasara egyelére nincs altalanos mddszertan), akkor gyakran azzal lehet szembesiilni, hogy a
backup set mérete meglehetésen kicsi, melynek kovetkezményeképpen a szabalyzas talsagosan is
konzervativ lesz. Ezen szeretnénk valtoztatni, mégpedig a backup set kibévitésével, hogy elérhessik a
maximalis nagysagu invarians halmazt (mely korlatolt beavatkozas hianyaban ekvivalens a biztonsagos
tartomannyal). Ehhez van sziikséglink a backup set-re és kontrollerre, és az utébbi alatti dinamikai rendszer
megoldasaira, melyet ¢, (t, x(0) € R™ —vel jeldljik [3]:

x(0) = f(x) + gk (x) = f,(X) = @p(t,x(0)) , (4)
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St S

1. Az S, invarians halmaz grafikus értelmezése vilagoszoélddel, az Sy backup set narancssargaval és az S
biztonsagos tartomany sotétzolddel.

és igy ez alapjan és az 1. abraval ésszhangban [3]:

Si=1{x: (pp(6,%) €S,V €[0,T]) A (¢u(T,X) € Sp)} . (5)

Szavakkal kifejezve azt jelenti, hogy az S invarians halmaz azon pontok halmaza, ahol a backup
kontroller alatti dinamika allapotvaltozoinak jovébeli értékei a biztonsagos tartomanyon beliill maradnak
minden idépillanatban a [0,T] id6intervallum kozott, és megérkeznek a backup set-be T id6pillanatban.
Lathatd tovabba az 1. abran a legalso trajektoria esetén, hogy azért nem része az invarians halmaznak, mert a
backup kontroller alatt nem sikerllt a biztonsagos tartomanyon belll tartani. Az invarians halmaz
érdekessége, hogy altalanos esetben explicit médon ki nem fejezhetd, a szimulacid soran hatarait nem latjuk,
arra csupdn kovetkeztethetink. Az (5)-s kifejezésben megjelend T id6t predikcios idének nevezziik és
amennyiben T = 0, akkor nem ndveltiik a backup set méretét, és amennyiben T — oo, akkor kozeliti meg a
backup set az invarians halmazt. A modszer gyakorlati megvaldsitasahoz azt kell tenniink, hogy az invarians
halmaz definiciojat (5) implementaljuk a (3)-as QP optimalizéacidba [3]:

u(x) = argmin %|u —kgy4l?, (6)
s.t. h(pp(6,%),u) > —k (h(qob(e,x))),ve € [0,T],

Ay (op (T, %), 1) = —ky, (hb((Pb(T' X)))-

Ideélis esetben az elsé kényszerfeltételt folytonosan minden idGpillanatra garantalni kell [0, T]
id6intervallumon, mely végtelen kényszerfeltételt eredményezne. Mivel ez nem lehetséges numerikusan,
ezért valamilyen id6beli felosztassal diszkretizalni szlikséges N. darab kényszeregyenletre. Mivel ¢y, a
backup kontroller alatti dinamika megoldasa sok esetben analitikusan nem hatarozhatdé meg, ezért
numerikusan kell megoldanunk, ezt nevezhetjiik a szimulacio eloreprediktalo részének.

4. BACKUP SET ES KONTROLLER KONSTRUALASA

Ahogy emlitettiik, nincs mddszertan arra, hogy a (6)-0s optimalizicidban hogyan vegyik fel a backup
set-et és az ahhoz tartozd kontrollert olyan moddon, hogy azok egymassal hatékonyan miikodjenek.
Kiilonboz6 szakirodalmakban lathatunk jol mikodé példakat, viszont ezek csak adott dinamikai rendszerekre
alkalmasak. Ebben a fejezetben egy Iényegében altalanosabb mddszert mutatunk be, a backup set-et egy
V:R™ - R Lyapunov-fliggvény ¢ szintvonaldval definialjuk:

hpy(x)) £ ¢ = V(). (7)

Ha megnézziik ennek az id6 szerinti derivaltjat és behelyettesitjiik (2)-be, akkor azt kapjuk, hogy:

—V(x) = —k(hp(X)) , (8)

132 EMT



XXXIl. Nemzetkdzi Gépészeti Talalkozo

amely teljestil abban az esetben, ha a V(x) pozitiv definit, és V(x) negativ szemidefinit. Ez csak akkor
valosul meg, ha x, egyensulyi hely — ami koré V(x)-et definialtuk — stabil [4]. Viszont x, stabilitdsahoz
éppenséggel a backup kontrollert szilkséges helyesen megvalasztanunk; a backup kontroller és a Lyapunov-
fuggvény kozotti kapcsolatot az Ugynevezett Continuous-time Lyapunov Equation (CTLE) [4] fogja
biztositani, ha a Lyapunov-figgvényt kvadratikusnak feltételezziik:

V(x—Xo) £ (X—X,)"P(X—X,), C))

ahol V akkor és csakis akkor lesz pozitiv definit, ha P € R™"™ matrix pozitiv definit. Ehhez a P matrix
meghatarozasahoz lesz szikségiink a CTLE-re, melyet P-re kell megoldanunk [4]:
ALP+PA, = Q. (10)

OF

Ebben a kifejezésben Ay =A—-BK= ™ (X W) = (xg,up) 28 |(xu) = (X, )
backup kontroller alatti zart dinamika linearizalt alakja (x,, u,) munkapont koril, ahol a backup kontroller
Kk, (x) = —K(x — X,) + u, teljesallapot visszacsatolas. Ezen talmenden szabadsagunk van Q € R™™ matrix
megvalasztasaban, csupan azt kell szem el6tt tartanunk, hogy pozitiv definit legyen, hiszen ekkor lesz a (10)-
es matrixegyenletben P egyértelmii. A (X, u,) munkapont megvalasztasara is szabadsagunk van, viszont az
el6zo fejezetben emlitett megallapitast be kell tartani, mégpedig azt, hogy a backup set a biztonsagos
tartomany részhalmaza legyen, azaz a kovetkezo egyenldtlenségnek teljesiilnie kell:

h(xo(uy)) =0. (11)

-K, tehdt a

Léathatjuk, hogy az A matrix magatél a dinamikai rendszert6l, a munkapont helyétél, illetve a backup
kontroller K erésitési tényez6jétdl fiigg. Az utdbbi megvalasztasa abbol a szempontbdl 1ényeges, hogy ez
fogja biztositani V(x) pozitiv definitségét, mégpedig Ugy, hogy ezzel stabilizaljuk (x,,u,) munkapontot.
Ehhez segitségil hivjuk a Routh-Hurwitz kritériumot [4], mely szerint az (x4, uy) munkapont stabil, ha az
A matrix karakterisztikus egyenletének 6sszes egyiitthatdja egyforma el6jelli, és ezen megallapitasok
alapjan lehetséges megvalasztani K erdsitési tényez6 komponenseit.

Az utols6 paraméter, aminek megfeleld bekalibralasa szintén kulcsfontossagu, az a (7)-es egyenletben
szereplé ¢ paraméter, mely a kivalasztott Lyapunov-fuggvény szintvonala. Ennek megvalasztasanal két
szempontot kell figyelembe venniink: egyrészrdl, tl nagy érték megvalasztasaval a backup set ,,kiloghat” a
biztonsagos tartomanybol. Masrészrdl, mivel a backup kontrollernek a szaturalt alakjaval kell dolgoznunk
annak érdekében, hogy az korlatolt beavatkozasl legyen (azaz ki (x) = sat(—K(x — x;) + u,)), ezért az
invariancia fenntartasa végett a backup set a backup kontroller még nem szaturalt, azaz lineéaris szakaszardl
sem ,loghat ki”. Mindkét megallapitds biztositasa feladatfiiggd, viszont inkdbb geometriai, mintsem
szabalyzasi problémak.

5. ALKALMAZAS INVERZ INGAN

Az inverz ingdn példajan bemutatni a Backup set modszerrel megerésitett CBF-t abbol a szempontbdl
praktikus, hogy ez a modell még nem annyira Osszetett, hogy a szabalyzas paramétereinek a mechanikai
rendszerre gyakorolt hatasat szem el6l tévesszik, viszont méar elég komplex ahhoz, hogy mechanikai
jelentést tarsitsunk hozza. A mozgésegyenlete az alabbi alakban irhat6 fel:

[7] - [—sm«p)] [ Ju 12)

BT
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2. Inverz inga modellje.

ahol az u beavatkozas egy motornyomatékkal ardnyos mennyiség. Amennyiben bevezetjik az L £ 3g/2 és
m £ 4/3g? jelolést és a kovetkezetesség kedvéért x 2 ¢ ésy £ w, akkor az egyszeriisitett mozgasegyenlet:

[;] - [sin}zx)] + [(1)] u. (13)

A 2. 4bran lathat6 egyszerii modell esetében a biztonsagot tigy vezetjiik be, hogy szeretnénk elkertilni,
hogy az inverz inga neki iitkozzon az asztalnak. Ez lehetne egy leegyszerisitett modellje is példaul egy
segwaynek, hiszen annal sem szeretnénk, hogy eldéljon. Ezen tal, ha szeretnénk a szOgsebességet is
korlatozni, akkor a kdvetkezd biztonsagos tartomanyt definialjuk:

My =1-(2) - (y%)z | (14)

Xkr

Az els6dleges 1épés, hogy kivalasszuk a munkapontot, mely legyen uy, = 0, melyre x, =y, =0 a
(13)-as mozgéasegyenlet alapjan. Belathato, hogy ezzel a (11)-es feltétel is teljesil. Ezt kovetoen elvégezve a
dinamikai rendszer linearizalast a kivalasztott munkapont koril, azt kapjuk, hogy:

0 1
Ag = [1 _K, - Kz]’ (15)

ha K = (K;,K,)". A Routh-Hurwitz kritériumot alkalmazzuk, melyhez szilkséges meghatarozni (15)-nek a
karakterisztikus egyenletét. Ebbol kovetkezik, hogy K; > 1 és K, > 0 megvalasztasaval lesz a kivalasztott
munkapont stabil. A szimulacidhoz felhasznalt paramétereket az 1. tablazat tartalmazza. A korlatolt
beavatkozas hatarai szandékosan lettek felvéve ugy, hogy ne egymas ellentettjei legyenek, ezzel bizonyitva a
szabalyz6 miikodéképességét. A 3. abran lathatjuk hogyan is néz ki a térben az imént megvalasztott
biztonsagos tartomany (z6ld), backup set (narancssarga) és szaturalt backup kontroller (szlrke). Ahogy
lathatd, ¢ paraméter tokéletes megvalasztasaval a backup set mindig a backup kontroller lineéris szakaszan
van értelmezve. A 4. &bran lathat6 a Backup set modszer nélkiili és az azzal megerdsitett CBF trajektoriai,
utobbi 10 masodperces predikcios idére. Kék szinnel jeldlve azon trajektoriak, melyek bent maradtak a
biztons&gos tartoméanyon, pirossal pedig azok, amelyek nem.

A numerikus szimul&ci6 soran alkalmazott modell -és szabalyozdspecifikus paraméterek 1. tblazat

m [kg] L [m] Unin [S] Umax [S] Xy [rad] Yir [rad/s]
0.014 147 -0.75 1.25 /2 413
K, [SI] K, [SI] g [m/s7] N:[1] Kp [1] K [1]
3 3 9.81 80 1 1
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ki,
h=0
hy, =10

-0.5

0 0
! -1

y [rad/s]
3. A Backup set mddszerhez sziikséges figgvények abrazolasa 3-dimenzidban.
Ez alapjan kovetkeztetiink az invarians halmaz méretére, lathaté a mindségbeli kiilonbség a két szimulacio

kozott, hiszen az utobbi esetben a megvaldsithatosag hatara tobbszorosére nétt. Igy elmondhatjuk, hogy a
backup set mérete — mely a 4. &bra jobb oldalan narancssargaval lathatd — sikeresen ki lett bévitve.

y [rad/s]
y [rad/s]

2 [rad| x [rad]

4. A Backup set modszer nélkili (bal) és az azzal megerdsitett CBF (jobb) alatti trajektériak.

6. OSSZEFOGLALAS

A Biztonsagkritikus  szabalyzasnak koszonhet6en tudunk nemlinearis rendszerek  esetén,
halmazinvariancian alapulé szabalyzast tervezni, mely az inverz inga példajan lett bemutatva. Lathat6 volt,
hogy a korlatolt beavatkozas esetén mennyire lesziikill annak a halmaznak a mérete, ahol valoban
hatékonyan tudjuk miikodtetni a dinamikai rendszert. Ennek megoldasara alkalmaztuk a Backup set
modszert sajat Gtletli, Lyapunov-egyenleten alapulé megoldasaval, mely a szimulacié soran eredményesnek
bizonyult. Jovébeli kutatasi tervek kozott szerepel az Gijonnan kialakult egyenstlyi helyek stabilitasa, illetve
azok pozicidjanak az invarians halmazra gyakorolt hatésa.
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