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Abstract

This paper reports a detailed analysis of the compressible Mooney-Rivlin hyperelastic constitutive equation under
multiaxial stress condition. It is shown that the ground-state Poisson's ratio and the dimensionless parameter
B = Cy1/Cyy are sufficient to determine the stability bounds. In our investigation, we obtain stress solutions for general
multiaxial stress states in addition to uniaxial and biaxial loads using our own numerical procedure. We determine the
unstable regions of the model as a function of the imposed stress or strain for arbitrary parameter combinations.
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Kivonat

Kutatasunk a térfogatilag 6sszenyomhaté Mooney-Rivlin-féle hiperelasztikus konstitutiv modell részletes elemzésével
foglalkozik, tobbtengelyii fesziiltségi dllapot esetén. Vizsgalatunkhoz sajat numerikus eljarast fejlesztettiink, mellyel
homogén egy- és kéttengelyii terhelések esetén meghatdroztuk a keresztirany( alakvaltozast és fesziiltségeket. Atfogo
elemzést adunk a modell jellemzdirsl, ami betekintést nydjt a modell viselkedésébe, valamint részletesen elemezi és
bemutatja az anyagi stabilitasvesztés folyamatéat.

Kulcsszavak: hiperelasztikus, dsszenyomhat6, Mooney-Rivlin, konstitutiv modellek, anyagstabilitas

1. BEVEZETES

Jelen kézirat az autdiparban alkalmazott teljesjarmiives titkozésszimulacioban széles kérben hasznalt
0sszenyomhatd Mooney-Rivlin-féle (cMR) hiperelasztikus anyagmodell vizsgalataval foglalkozik. Virtualis
iitkdzésszimulaciok soran néhany futomi alkatrésznél eltérést tapasztaltunk a fizikai toréstesztektol. Részletes
vizsgélataink kimutattak, hogy a nyomas alatt &ll6 gumialkatrészek hibas viselkedése okozhatja az eltérést,
ami moédositja a szerkezeti elemek terhelését és az (tkdzés kinematikajat. Az Utkdzésszimulaciok soran a
Drucker-féle [1] anyagstabilitasi kritériumot alkalmaztuk az anyagi stabilitas ellenérzésére, ennek ellenére
alakulhatott ki anyagi stabilitdsvesztés. Cikkiinkben azt nevezzilk anyaginstabilitasnak, amikor adott
nyulashoz (stretch) tobb keresztirAny( nyulas (transverse stretch) is tartozik, vagyis a Ap = At(A)
fiiggvénykapcsolat nem egyérteki.

A térfogati 6sszenyomhat6sag leirasara tobbféle gyakorlat Iétezik [2], [3], a Flory-tipusi megadas a
legelterjedtebb [4], amelyet a kereskedelmi FEM szoftverekben is alkalmaznak. Cikkink modszertana egy
nemrégiben kdzolt tanulmanyon alapul, melyben a szerz6k numerikus eljarassal mutattak be az 6sszenyomhato
Neo-Hooke-féle hiperelasztikus modell (cNH) instabilitasanak kialakulasat [5].

A cNH-modell alakvaltozasi energiasiiriiség-fliggvénye a legegyszeriibb a hiperelasztikus modellek
kozott, ugyanakkor zart alaku fesziltség-alakvaltozds megoldasokat még a legegyszeriibb homogén
deforméciokra sem lehet eldallitani. gy az Osszetettebb cMR-modell vizsgéalatdhoz numerikus megoldas
hasznélata szlikséges a keresztirany( alakvaltozasok és fesziltségek kiszamitasahoz, mely lehetévé teszi az
anyagmodell instabilitdsdnak és megbizhatésaganak részletes vizsgalatat.

Kutatasunk atfogo elemzést nyujt a cMR-modell jellemzGirél, betekintést nyajt a modell mitkodésébe,
részletesen elemzi és bemutatja az anyagi stabilitdsvesztés folyamatat. Az 0j eredmények kozvetlendl
beépithet6k paraméterillesztési feladatokba. Megadjuk azokat a paramétertartomanyokat, ahol a modell
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fizikailag hibas viselkedést mutat, mely tartomanyok ismerete elengedhetetlen a gyakorlati alkalmazéashoz.
Fontos hangsalyozni, hogy az anyaginstabilitas leirasaval a fent emlitett veégeselemes szoftverek
dokumentécidja nem foglalkozik.

2. AZ OSSZENYOMHATO, IZOTROP MOONEY-RIVLIN MODELL

Az izotrop hiperelasztikus anyagmodellek esetében az alakvaltozasi energiastirtiség-figgveny (U ) a
b = FFT bal oldali Cauchy-Green-féle deformécios tenzor skalarinvariansai segitségével irhaté fel, ahol F az
alakvaltozési (vagy deformécids) gradiens:

U=Ul,,1,,13), (1)
ahol a f6 skalarinvariansok:
I =tr(b) =22 + A3 + 2%, (2)
L =3 (1 = r(6?)) = MA2)? + MAs)? + (Whs)?, (3)
I; = det(b) = M\ A03)% =2 (4)

A 6 skalérinvariansok segitségével a Cauchy-fesziiltségtenzor a kovetkezoképpen irhatjuk fel:

19U
ob

an

o=2]" b

b=2/"" (U, S+ U, 22+ U3 52) b, (5)

ab b
ahol U,; (i = 1,2,3) az U parcidlis derivaltjait jeloli az i-edik {6 skalarinvarians szerint. Felhasznalva a

oly _ (6)
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azonossagokat, ahol | a masodrendii egységtenzor, a Cauchy-féle fesziiltségtenzor a kovetkezd alakban
irhato fel:

6 =2/ ((Uy +Ual)b— Ub?) + Ul . (7)

Vizsgalatunk a legelterjedtebb explicit végeselemes szoftverekben (Abaqgus és Ls-Dyna) is elérheté cMR-
féle anyagmodellre 6sszpontosit, mely harom anyagi paramétert tartalmaz, Cio, Co1 és D1 és az

U=Cyoly =3)+Co1(I; —3)+Dy*(J — 1)? (8)

— 2, = _ . . - ., . -
alakban irhato fel, ahol I, = J 731, és I, = ] 3I, a modositott skalarinvariansok. Az U,1, U, és U,; parcialis
derivéltak a kovetkezéképpen irhatdak fel:

- — 2(J-1) 2 _ 4 -
Us=Ciof ™ Uy =CoJ ™% Uy =202 =2 ool ™7 = Coulyy 72 (9)

Visszahelyettesitve a derivaltakat a ( 7 ) egyenletbe, a Cauchy-féle feszlltségtenzor alakjara az alabbi
Osszefliggést kapjuk:

6 =271 ((CroJ 723 + Co1J™#31)b — Coy J~/3b%) + (10)
2(J-1) 2 . _
<D—1 0 I (T 2C0112)> I.
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3. ANYAGINSTABILITAS EGY- ES KETTENGELYU FESZULTSEGI
ALLAPOTBAN

Az anyaginstabilitasi vizsgalatunkat a legegyszertibb terhelési esetekkel kezdjlk, ahol az anyagi pont
egy- és kéttengelyu feszultségi allapotban van (1. a-b abra). Ebben az esetben a fesziiltség — alakvaltozas
Osszefliggés az alakvaltozasi gradiens segitségevel eléallithatd, melyet egytengelyi esetre mutatunk be. Mivel
a ctMR modellben a térfogatvaltozads megengedett, igy a J # 1 feltétel miatt a keresztirdnyU nyudlas nem
fejezhet6 Ki zart alakban a A fliggvényekeént.

SERE = L 7 5 o
‘ o— T ===
. T
P2 € | O TEe s 9 S
< INE |5 <l B '
: fe
=y - H—id— 1\ —

1. &bra. Terhelési esetek mechanikai modellje, kezdeti élhossz | x I. a) egytengelyii terhelés , o, = a3 = 0,
b) egyen-kéttengelyii terhelés o, = 0,5, 05 = 0, ¢) altalanos kértengelyii terhelés o; # 05,05 =0

4. EGYTENGELYU TERHELES

Ebben a terhelési esetben a korabban bevezetett kinematikai mennyiségek az alabbi alakban adhatéak meg:

A 0 0 22 0 0 (12)
F=|[0 A, 0] b=|0 22 0],
0 0 4r 0 0 A2
I, =A% +2)%, I, =2)%A% + 2%, ] =A% (13)

Ha b-t behelyettesitjik a 10. egyenletbe, a 11. egyenlet felhasznalasaval a mérndki (vagy nominalis)
fesziiltségkomponensek a kovetkezoképpen fejezhetoek ki:
4 (A= ATYMATHY3 A + AT)(C1od + Cor (AATZ)V/3)  (14)

011 = 2D7T(AAT?2 — 1) + 3 Ta

2 (/12 AT2)(AAT2)Y/3(Cyo) + Co1 (AATZ)1/3 (15)
Oz = 033 = 2Dy 1(70\2 -D-7 /135\’1‘1;) = )

Az 1.a &bra szerinti 0,, = 033 = 0 feltételb6l A+ nem fejezhet6 ki zart alakban, ugyanakkor belathato, hogy a
At = At (M) Osszefliggés az anyagparaméterek ( Cyq,Cqo,D; ) aranyatdl fligg, nem azok abszolut értékétol.
Normalizéljuk a 11, 6 22 s © 33 fesziiltségkomponenseket a Cio anyagparaméterrel és vezessik be a g =
Co1/C1o dimenzidtlan ardnyszamot [6,7]. Felhasznalva az

1 2+2v0
CioD1  3—

(1+ﬁ) (16)

azonossagot [7], az egyenletekben szereplé Dy és Cio paramétert felirhatjuk v, és B segitségével. igy a 14. és
15. egyenlet az alabbi alakra hozhato:

_ 1/3 2\1/3 ( 17 )
o1 _ 4 (14vo) 5 4 (A2-a1?)(A21?) (2+8(an12)"?)
C1o0 3 (1-2v )( + B)(M D+ 3 A3AT* !
/3 1/3 18 )
022 _ 033 _ 4 (1+vy) (7\2 ?»T)()J\Tz)l (A+B(AAT2) ) (
Cio ~ Cao " 3120 LY BY(W — 1) A7 — AT '
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Ennek a At szerint nemlinearis egyenletnek nincs zart alak( megoldasa, azonban felhasznéalva a P,,/Cy, =
P;5/Cio = 0 feltételt, numerikus gyokkereséssel meghatarozhatd a At = Ap(A) Kkeresztiranyl nyulas

megoldas.
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2. dbra. a) Keresztiranyu nyulds a hosszirdanyu nyulas fiiggvényében egytengelyii terhelés esetén,
b) Cauchy-féle fesziiltségtenzor komponensei,
C) Zart tartomdnyok a v0 - A sikban g fuggvényében, ahol tobb keresztiranyd nyulas létezik, vo = 0.45 esetén.

Egytengelyl terhelés esetében a  paraméter hatdsdnak megértéséhez a 2.a &bran a keresztirdnyu
nyUlasokat abrézoljuk B kiilonbozo értékei esetén, rogzitett vo = 0.45 esetén. Két hatareset fontos a B hatasanak
vizsgalatdhoz. Az egyik, amikor Cy; < C;o, mely hatéresetben B = 0, és a cMR-modell a Neo-Hooke-féle
modellre redukalddik. A mésik esetben Cy; > Cyo, melynél hataresetben f§ = co.

Jol lathat6 a 2.a dbran, hogy a cMR-modell két szokatlan jelenséget is mutat. Az egyik a nem monoton
keresztiranyu alakvaltozas monoton nyomas esetén: az anyag a maximalis kontrakcié elérése utan végtelendil
kis térfogatra zsugorodik 6ssze, ami fizikailag nem lehetséges. A masik jelenség pedig, hogy tébb megoldas
is adédhat a keresztirany( alakvaltozésra, adott hossziranyd nyUjtas esetén. A Ar = Ap(A) flggvénykapcsolat
ismeretében a fesziiltségek szamithatdak, a Cauchy-féle fesziiltséget a 2.b dbra mutatja, aminek 1 — 0 esetén
véges hatarértéke van, ami fizikai szempontbol téves. A 2.c. bra az instabilitast el6idéz6 vo és 3 paramétereket
mutatja a vo — A térben. Az abran lathat6 zart gérbéken belill a modellhez tobb megoldas is tartozik, vagyis
ezen tartomanyokat tekintjik instabil tartomanyoknak. Jol lathato, hogy az instabilitas erésen fligg 3 értekétol,
tovabbd, hogy adott vo mellett tetsz6leges B ertékhez tartozik instabilitas.

5. EGYEN-KETTENGELYU TERHELES

Az egyen-kéttengelyl (equibiaxial) terhelés esetén ad6do kinematikai mennyiségek:

A0 0 22 0 0 (12)
F=[0 2 O],b= 0 A2 0],
0 0 Ap 0 0 A%
L =2A+2A, I,=M+2))2, ] = A%)%. (13)

A feszliltség — alakvaltozas fliggvények meghatarozasa analog az egytengelyii esethez, a levezetés részleteit6l
eltekintve az alakjuk a kdvetkezd:

o110 4 (1+vp) 222(A% = 23)(AT + B(A2AT)Y/3) (17)
Cro " Crp 302w L TPMI D+ 2Ty '
o35 4 (1+vp) 4 (A2 =23)(B2% + (12AT)¥/3) (18)
Co 302y TPWE U3 VORRE |

Hasonldan az egytengelyli esethez, ennek az egyenletnek sincs zart alaki megoldasa. Felhasznalva a
P33 /Cqo = 0 feltételt, numerikus eljarassal meghatarozhaté a A = Ap(A) keresztirdny( nyulas. A 3.a abra
abrazolja kéttengelyli terhelés esetén a keresztirany nyulasokat B kiilonb6z6 értékei esetén, rogzitett vo = 0.45
esetén. JOl lathatd, hogy tetszéleges P értékre a At = Ar(A) fuggvénykapcsolat egyértékii, nem lép fel
instabilitds. Ugyanakkor a Cauchy-féle fesziltségtenzor komponenseinek tovabbra is véges hatarértéke van
A — 0 esetén, amit a 3.b abran lathatunk.
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3. abra. a) Keresztiranyu nyualas a hossziranyu nyulas fliggvényében, kéttengelyii terhelés esetén, numerikus megoldasok
a vo kiilonbozo értékeire. A folytonos és szaggatott vonalak § = 0 és = o hatarértékeket jelolik.
b) Cauchy-féle fesziiltségtenzor komponensei

6. ALTALANOS KETTENGELYU TERHELES

Felmeril a kérdés, hogy a fent bemutatott anyaginstabilitas csak az egytengelyli terhelés sajatossaga, vagy
tobbtengely( terhelés esetén is felléphet-e. Azt bemutattunk, hogy egyen-kéttengelyti (1.b &bra) terhelés esetén
nem Iép fel instabilitas (3.a abra), de vajon hogyan fligg a fofesziiltségek aranyatol, az egy- és kéttengelyt
terhelés kozotti &tmenet soran a stabilitasi tartomany? Ennek a kérdésnek a megvalaszolasara a duélis feliras
alkalmazéasaval nyilik lehetség [8], a feszultségi allapot explicit el6irasan keresztiil. Vezessiink be egy sikbeli
terhelési tényez6t és jeloljuk o —val, mely a féfesziiltségek dimenzidtlan aranyszama. Legyen az o paraméter
folytonos, valamint nulla és egy kozétt értelmezve. igy a 19-es képlet szerint o, = 0 tiszta egytengelyti terhelést,
mig o = 1 egyen-kéttengelyti terhelést ir le. A 2-es és 3-as egyenletek szerint &ltalanos esetben az F
deformécids gradiens, a b Cauchy-Green-féle deforméacids tenzor, annak féinvariansai, valamint a Cauchy-
féle feszultségtenzor a kovetkez6 formaban irhato fel:

A4 0 0 22 0 0 o 0 0 (19)
F=|0 A, ] b=|0 23 o0 ,a=[0 a oy 0],
0 0 A3 0 0 A3 0 0 o0
L =405 4+23, L, =223+ 22035 +23), I3 =MA03)% =2, (20)

Ezeket behelyettesitve a 10-es egyenletbe, a 4-es fejezetben leirt algebrai 1épéseket elvégezve a normalizalt
Cauchy-féle feszultségtenzor komponensei a kovetkezéképpen adhatéak meg:

2/3)% 4 23(J2/3 + 282%) — 22 (2)2/3 + B(I2 + 7% (21)
o 4 (1+v0) (1+B)(I—1)—E] U B )73 (2723 + B ))
C10 3(1 2vp) J7/
g 40 +v0) 2]2/3/12 A3(2/%/3 + BA3) + 22(J?/3 — B(A3 + 22 )) (22)
Co 30=2vy) A+p0-1 - TE

g3 4 (1+wv) 2J2130% + 222(J%/3 + 2B23) — (2]2/3+ﬁ(/12+/1)),12 (23)
Co 301= 0)(1+B)(I—1)—— TE

Belathato, hogy a kordbban bemutatott esetekkel ellentétben, a o, = o o, feltétel miatt a keresztiranyu
nyalas A; = A;(A4,A,) nem szamolhatd direkt A;-bSl, mert A,-tél is fiigg. gy a 21-23 egyenletrendszer
megoldasa szlikséges, felhasznalva a o35 /C,, = 0€s 0, = a a; feltételeket. Ez a feladat numerikusan példaul
a koveté modszerrel oldhaté meg 1, A3 és a;-re, adott o és A1 mellett.

A szamitasokhoz készitett algoritmusunk a numpy, sympy, scipy és multiprocessing konyvtarak
felhasznalasaval Pythonban készilt, az &brak a matplotlib konyvtarral készultek. Az algoritmus adott A,
ndévekményhez és a paraméterhez meghatarozza a 1,,1; és o; szabad paramétereket. Ezzel a mddszerrel
lehet6ség nyilik a cMR-modell dsszetett terhelésekre adott valaszat is megvizsgalni és meghatarozni az
anyaginstabilitas terhelésfiigg6ségét, mely eredményeket az 4. &bra foglalja 6ssze. JOI lathatd, hogy az
anyaginstabilitas jelenség nem az egytengelyii terhelés sajatossaga, hanem széles tartomanyban jelentkezik és
egyen-kéttengelyt terhelés esetén szlinik csak meg.
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4. abra. a) Keresztiranyu nyalas a hossziranyu nyuléas fuggvényében, kéttengelyii fesziiltség esetén, o
fliggvényében, rogzitett vo és S esetén. b) Cauchy-féle fesziiltségtenzor komponensei
¢) Zart tartomdanyok a v0 - A sikban, g fiiggvényében, ahol tobb keresztiranyu nyulds létezik, vo = 0.45 esetén.

7. OSSZEFOGLALAS

Bemutattuk, hogy a cMR-modell egy és kéttengelyii nyomas esetén is instabil viselkedést mutathat,
valamint megadtuk azon paraméterek tartomanyat, melyek ezt a nem fizikai viselkedést el6idézik.

Ehhez numerikus eljarast keszitettink, mely egyszerti esetekben direkt gyokkereséssel, Osszetett
esetekben a koveté modszerrel hatadrozza meg az instabil tartoméanyt a modellparaméterek terében.

Bemutattuk, hogy az instabilitas vizsgalatahoz elégséges az anyagparaméterek aranyainak vizsgalata.
Léathatd, hogy az anyaginstabilitas nem az egytengely(i terhelés sajatossaga, mivel egy- és kéttengelyti terhelés
esetén is tetszéleges anyagparaméter el tudja idézni, ugyanakkor egyenkéttengelyii esetben instabilitds nem
Iép fel.

A jov6beni kutatasunk célja a terhelési esetek még altalanosabb leirasa, kilongs tekintettel a nyiras
instabilitasra gyakorolt hatdsanak megértése.
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