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Abstract

The linear stability analysis is a fundamental tool in designing and investigating mechanical systems. The real
parts of the eigenvalues of the system matrix determine the stability. However, there are systems where linear
stability analysis is not useful in engineering practice. Even in the case of a small disturbance of the
equilibrium situation, the system's state changes significantly and returns only after a long time or due to the
significant deflection, the neglected non-linear effects can become important, and the system does not return
to the investigated equilibrium state at all. The reason for the problem is that the descriptive matrix is not
normal, i.e. its eigenvectors are not orthogonal. In these cases, the energy method should be used, which will
be presented in the paper.
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Kivonat

Gépészeti rendszerek tervezesénél, vizsgalatanal alapveté eszkoztar a linearis stabilitasvizsgalat. Ilyenkor a
rendszer matrixanak sajatértékeinek valos részet vizsgaljuk. Eldfordulhatnak azonban olyan rendszerek,
amiknél a linedris stabilitasvizsgalat a mérnoki gyakorlatban mégsem hasznos. Az egyensulyi helyzet kis
meértékii megzavarasa esetén is a rendszer dllapota jelentésen megvaltozik, és csak hosszu idd mulva tér vissza.
A jelentds kitérés miatt az elhanyagolt nem-linedris hatdsok fontossa vallhatnak, és a rendszer nem tér vissza
a vizsgalt egyensulyi dallapotba. A probléma oka, hogy a leiro matrix nem normalis, azaz sajatvektorai nem
ortogondalisak. Ilyen esetekben az energia modszer hasznadlando, amit a cikkben bemutatok.

Kulcsszavak: stabilitasvizsgalat, linearizalt rendszerek, energia modszer, nem normalis rendszer,
sajatértékprobléma

1. Bevezetés

Gépészeti rendszerek tervezésénél, vizsgalatanal alapvetd eszkoztar a linearis stabilitasvizsgalat. Elso
1épésben meghatarozzuk a rendszer késébbiekben vizsgalandé egyensulyi helyzetét. Aramlastanban altalaban
egy ilyen id6ben alland6 egyensulyi helyzet van, amit lamindris alaparamlasnak hivunk. A kovetkezd 1épésben
ekortl az allapot koriil linearizaljuk a rendszert leird egyenleteket, amiket diszkretizalt rendszerek esetén egy
matrixszal irhatunk le. A linearis stabilitasvizsgalat soran ennek a matrixnak a sajatértékeit vizsgaljuk. Az
altalanos mechanikai tapasztalatok alapjan az egyensulyi allapot akkor stabil, ha a sajatértékek valos része
(feliras modjatol fiiggden) negativ.

El6fordulhatnak azonban olyan rendszerek is, amikor matematikailag ez tényleg stabilitast jelent,
azonban a mémndki gyakorlatban mégsem ezt tapasztaljuk. Az egyensulyi helyzet kismértékii megzavarasa
esetén a rendszer allapota jelentdsen megvaltozik (kitér), és csak hosszu id6 mulva megy vissza az egyensulyi
helyzet kozelébe. A jelentds kitérés miatt a linearizalas soran elhanyagolt nem-linearis hatasok fontossa
vallhatnak, és eléfordulhat, hogy a valds rendszer nem is jut vissza a vizsgalt egyensulyi allapotba. Ilyen
esetekben a klasszikus linearis stabilitasvizsgalat értelmét veszti, mert mérnoki szempontbdl nem ad relevans
valaszt az egyensulyi helyzet stabilitasi tulajdonsagara.
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Mikozben mechanikaban és akusztikaban olyan rendszerek a jellemzdek, melyekben jol hasznalhato a
linearis stabilitdsvizsgalat, sajnos az aramldstanban nem ez a helyzet. Az egyik legismertebb példa a
csOaramlas. Ennek egyensulyi helyzete egy paraboloid alaku alaparamlas, amely tetszélegesen nagy Reynolds-
szam esetén is linedrisan stabil. A mémdki gyakorlatban azonban mégis turbulens, azaz eredeti egyensulyi
allapotot elhagy6 kaotikusan viselkedd aramlast kapunk, melynek idobeni atlagardl természetesen mar sok
ismerettel rendelkeziink, de a jelenség pontos mechanizmusanak feltérképezése tovabbra is a fizika egyik
legnagyobb megoldatlan problémaja. [1]

Természetesen a linearis stabilitasvizsgalat ebben az esetben is pontos matematikailag. Mikdzben a
gyakorlatban azt tapasztaljuk, hogy 2000-3000-es Reynolds-szdm (atlagsebességgel, cséatmérdvel és a
kinematikai viszkozitassal definialva) felett turbulens lesz az aramlas, nagyon nyugodt kisérleti koriilmények
kozt, precizen gyartott csovekben akar 100 000-es Reynolds-szamon is megfigyelheté laminaris dramlas!
Azonban ilyenkor mar a legkisebb zavaras hatasara is kialakul a turbulens aramlas.

Ilyen esetekben a linedris stabilitasvizsgalat gyakorlati eredménytelenségének az oka, hogy a rendszert
leir6 matrix nem normalis, azaz sajatvektorai nem ortogonalisak, sot altalaban nagyon hasonloak,
skalarisszorzatuk abszolutértéke kozel egységnyi. Ilyen esetekben célravezetd az tgynevezett energia
modszert haszndlni. A moédszer lényege, hogy az Aallapot id6beli megvaltozdsa helyett a zavaras
energiavaltozasat vizsgaljuk. Ennek a valtozasnak keressiik a maximumat, ami hasonléan a klasszikus
vizsgalathoz egy sajatérték problémara vezet. Az igy kapott sajatértékek eldjele alapjan allapithatd meg, hogy
a linearizalt rendszer stabil-e vagy sem. A korabban bemutatott problémak igy nem fordulhatnak elé. Ha az
energia modszer stabilitast jelez eld, akkor kis mértékii zavarasok esetén sem tavolodhatunk el az egyensulyi
allapottol, igy a nem-linedris hatasok biztosan kicsik maradnak. S6t, aramlastanban a Reynolds-Orr
azonossagbol kovetkezik, hogy a nem-linearis tagok altal okozott energiavaltozas nulla, igy ha az energia
egyenlet szerint stabil az aramlas, akkor az feltétel nélkiili stabilitast is jelent. Nincs olyan mértékii zavaras,
ami esetén ne allna vissza a vizsgalt egyensulyi helyzet adott id6 utan. A cikkben el6szor a klasszikus linearis
stabilitasvizsgalatot, majd az energia modszert, végiil egyszerti példakat mutatok be.

2. A stabilitasvizsgalat 1épései

A gépészeti rendszeriink allapotat irja le a g, allapotvektor, melynek valtozasat a

dge(t)
= — = (@) M

kozonséges differencial egyenlet irja le. Feltételezziik, hogy a rendszer homogén, azaz f fliggetlen az
id6tol és a rendszeriinket nem érik kiils6 zavarasok. Az elso 1épésben a rendszer egyensulyi allapotat kell
megtalalnunk, melyre érvényes, hogy

0=f(Q). ()
Az (1) egyenletbe visszahelyettesitve, a Q allapot megzavarasat, q.(t) = Q + q(t), majd kihasznalva a

(2)-es egyenletet felirhato egy egyenlet a zavarasok valtozasara:
dq(t)

- = 8a@®). )
A (3)-as egyenlettel adott kezdeti q(t = 0) = g, zavarés idébeli valtozasat lehet vizsgélni. Ha q(¢) -

0, tetszdleges g, kezdeti zavaras esetén, akkor a rendszer feltétel nélkiil stabil. A (3)-as egyenlet atirhatd a

kovetkez0 alakra, ahol az atlathatosag kedvéért az egyes valtozok idofiiggését nem jeloljiik:
dq
—_— = 4
o ~Aa+n(a). @
ahol A a linearizalt rendszert leird matrix, n(q) pedig a nem-linearis hatasokat kifejez6 tag. Linedris

stabilitasvizsgalat esetén az A matrix A sajatértékeit vizsgaljuk. A nem-linearis tagokat elhanyagolva a (4)-es

egyenlet megoldasa a kovetkezd alakban irhato:
N

Qiin = z avieht, (5)
- i=1
ahol N az egyenletek szama, a; a kezdeti értéktdl fliggd allandok, v; a rendszer sajatvektorai, A; pedig
a sajatértékei. Amennyiben mindegyik sajatérték negativ; jol lathato, hogy a zavaras adott id6 utan elhal, tehat
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a rendszer visszatér az egyensulyi allapotba. Azonban ez nem jelenti azt, hogy kdzben qy;,, nagysaga nem lehet
tetszélegesen nagy ¢és okozhat az n(q) tag problémat, akar nagyon kicsi kezdeti zavaras (go) esetén!
Definialjuk a zavaras energiéjjait a zavarasvektor onmagaval vett skalarszorzataként:
e=<q4>=4q'q, (6)

ahol a felsGindexben a T a transzponaltat jeloli. Az energia idGbeli valtozasat a kovetkezoképp
szamolhatjuk:

T
de _da_ gt 4 (7)
dt dt = = dt’
majd felhasznalva (4)-es egyenletet
de
S =4A q+n'q+q'Aq+q'n, (8)

ahol az atlathatosag kedvéért az n fliggését a g —tol nem jeldltiik. Ha a nem-linearis tagot elhanyagoljuk,

a differencialegyenlet a kovetkez6 alakra egyszertisodik:
delin

Tm=q"(AT+A) q. ©)

Ahogy mar emlitettiik, az d&ramléstanban a nem linearis tag okozta energiavaltozas a legtobb esetben
ténylegesen nulla (QTq + an = 0), igy ez nem mindsiil elhanyagolasnak. Tovabba azt is megjegyezziik, hogy

T
mivel qTAT q egy szam, igaz r4, hogy q"A” q = (qTAT q) = qTA q, ezért irhatjuk, hogy

delin
=2qTAq. 10
aa 121 (10
Az energia ndvekedési ratajat a
1 delin
= 11
u(q) e dt (1)

egyenlettel szamithatjuk, amibe behelyettesitve a (6)-os és (9)-es egyenleteket a kovetkezo kifejezésre
jutunk

q" (A" +4) q
_2 & 52 (12)
1(q) g

Ez nem més, mint a G = AT + A matrix Rayleigh-hdnyadosa. Mivel G szimmetrikus, a Rayleigh-
hanyadosa G legkisebb (ymm) és legnagyobb (Umax) sajatértéke kozé fog esni. A hényados a maximumat a

legnagyobb sajatértékhez tartozo sajatvektor esetén veszi fel, amit emiatt a kritikus zavarasi allapot. Fontos
konkluzid, ha a G matrix legnagyobb sajatértéke negativ, akkor a zavards energidja nem novekedhet, tehat G

legnagyobb saJatertekenek eléjelétol fiigg, hogy az aramlds stabil-e vagy sem. Ez nagyon hasonld a
klasszikus linearis stabilitisvizsgalathoz, annyi kiildnbséggel, hogy nem A, hanem AT + A sajatértékeit kell

vizsgalni. S6t, belathato, hogy a linearis stabilitas vizsgalat legnagyobb valosrészi sajaterteke €s az energia
modszerrel kapott legnagyobb sajatérték kozt a kapesolat:

2 R(Amax) < Umax- (13)

Egyenloség akkor all fent, ha A sajatvektorai merdlegesek, azaz belsd szorzatuk kozel nulla. A

kiilonbség annal nagyobb lehet, minél tobb sajatvektor kdzel parhuzamos, azaz belsdé szorzata minél jobban

kozeliti az egyet vagy a minusz egyet. Az ilyen nem normalismatrixszal leirhatd rendszereket nem-normalis
rendszereknek hivjuk. [2, 3]

(Megjegyzendd, hogy egy szimmetrikus, valéselemli matrix sajatértékei csak valos szamok lehetnek,

ahogy az G esetén ﬁzikailag is varhat6. Tovabba, ha a (10)-es egyenlet felhasznalva deﬁniéljuk az energia

.....

maximum az AT + A matrix legnagyobb saj aterteke.)
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3. Példak

Els6 korben egy egyszerii két valtozos egyenleten mutatjuk be a nem-normalitas hatasat. Elsé kdrben
anemlinearis hatasokat elhanyagoljuk. Vizsgaljuk a (4)-es egyenlet szerinti kozonséges differencial egyenletet
a kovetkezd A matrix esetén:

(14)

>
I

10
amiben p egy szabad paraméter. p = 0 esetén a rendszer normalis, és minél nagyobb értéket vesz fel,
ugy lesz inkabb nem normalis. Vegyiik észre, hogy a paraméter megvalasztasatol fiiggetleniil az A matrix

sajatértékei: -1/20 és — 1/10. Mikodzben p jelentdsen befolyasolja a rendszer sajatvektorait. Ezt az 1. abra
szemlélteti, ahol a dinamikai rendszer fazisterében fekete nyilakkal jeloltiik a két sajatvektort. Jol lathato, hogy
ezek egyre inkabb hasonloak, ahogy a p érétkét noveljik. (a) p = 0, (b) p = 0.1, (c) p = 1. (A lathatosag
kedvéért ellentétes iranyba rajzoltuk be 6ket, de a sajatvektor tetszleges szammal beszorozva is sajatvektor,
igy tulajdonképpen az altaluk meghatarozott egyenesek altal bezart szog szamit, ami jol lathatéan csokken.) A
fazisteret kék szinli nyilak jelképezik, melyekbe par trajektoria is berajzolasra keriilt. A piros nyil és a zdld
nyil pedig a G matrix sajatvektorait jelképezik, a piros az instabilabb, a zold pedig a stabilabb sajatértékhez

tartozik. Jol lathato, hogy p = 0 esetén a két kiilonb6z6 mddszerrel kapott leginstabilabb sajatértékhez tartozo
sajatvektorok megegyeznek (a) és gy lesz egyre nagyobb a kiilonbség, ahogy a p értékét noveljik. Jol
érzékelhetd, hogy a legnagyobb vizsgalt paraméter p = 1 esetén, ha az A barmely sajatvektorabodl inditanank

a megoldast, akkor folyamatosan visszamennénk a stabil egyensulyi pontban, mikdzben ha a G matrix piros

sajatvektorabol inditanank, a rendszer jelentdsen eltavolodik g, irdnyba, majd csak azutan térne vissza az
egyensulyi helyzetbe.

0.2

N 77
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N
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(a) (b)
1. abra A (14)-es egyenletben definialt linearis modell fazistere (kék) a leiro matrix sajatvektorai (fekete)
és a mdtrixhoz tartozo energiavdltozdshoz kapcsolodo G matrix sajatvektorai: piros a legnagyobb, zéld a

legkisebb energiavaltozashoz tartozo sajatvektor. (a) p = 0b)p=0.1, c)p=1.

Azonban egy ilyen rendszer mérndki szempontbol mar nem feltétleniil stabil. Ha pedig hozzaadunk kis
mérték{i nem-linearitast, latni fogjuk, hogy a rendszer nem tér vissza az eredeti allapotba, hanem egy Uj
egyensulyi allapothoz tart. Egészitsiik ki a korabbi rendszeriinket (p = 1 esetén) egy nem-linearis taggal
hasonldéan Bagett és Trefethen [4] egyszerisitett turbulencia modelljéhez:

1
dg |—55 1 -
4 20 0 ql]
— = 2 , 1
a~ |, _1 1+00 [ql 0|2 (1)
10
A rendszert az energiamodszerrel kapott leginstabilabb sajatvektor (Gxrit = [0,7245; 0,6892]T) 0,02 és

0,025-szorosabol inicializalva lathatjuk az energia a kezdeti érték tobbszorosére nd. A masodik esetben, hiaba
az enyhe nem linearitas, egy masik egyensulyi helyzetbe keriil a rendszer. A megoldasokat a fazistérben a 2
(a) és 2 (b) abrakon jelenitettiik meg z6lddel a kisebb, pirossal pedig a nagyobb kezdeti allapotbol inditott
megoldasokat. A 2 (a) abran az egyensulyi pont kdzelében, még 2 (b) esetén egy nagyobb tartomanyon
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abrazoltuk a megoldasokat, hogy az uj egyensulyi pont is latszodon. A megoldasok energiavaltozasat a 2 (c)
abra folytonos vonalai jelolik. Jol lathatd mindkét megoldasnal jelentds az energia novekedés. Szaggatottal
pedig berajzoltuk azoknak a megoldasoknak az energiavaltozasat, amiknél a megoldas soran a nem-linearis
tagot elhagytuk. Jol 1athatd, hogy a kezdeti energiandvekedés ezekben az esetekben is megtorténik, tehat az
tisztan linearis eredetii volt.

Megvizsgalva a rendszert energia mddszerrel a legnagyobb sajatérték 0,08512 volt, ami mivel egy
pozitiv szam, a rendszer energetikailag instabil. Természetesen, ha a rendszer linearis lenne, visszadllna egy
id6 utan az egyensulyi allapotba, amit a 2 (c) abran szaggatott vonal jelolt gorbékbol lathatunk. Azonban a
gyakorlatban altaldban van valamiféle nem-linearis hatds is. Ha azonban azok a hatasok ténylegesen
elhanyagolhatdk is, a jelentOs kitérések, kilengések a miiszaki gyakorlatban altalaban nem elfogadottak.

Osszefoglalva érdemes az energiamoédszeres stabilitasvizsgélatot elvégezni, ha a rendszer normalis,
akkor az eredménye megegyezik a linearissal, ha pedig nem—normalis, akkor pedig konzervativabb becslést
ad a rendszer stabilitasi viselkedésére. Egyetlen hatranya, hogy a rendszer esetleges lengési frekvencidjat ezzel

a modszerrel nem lehet meghatarozni. Ha arra is sziikség van a klasszikus stabilitasvizsgalatot is el kell
végezni.

2
— 10
02T T T T 2017
ﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂ I
Of======-=--=-- 10f 10°
———————————— I
& 0 e & o, v
QA ] T 1072
kkkkkkkkkkkkk \ 1 ]
] 20p 0\
0.2 TRE _
10
0.2 0 0.2 -20 0 50 100 150
a1 I
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2. dabra. A (15)-0s egyenlettel leirt differencial egyenlet megoldasai. Zold gérbe jeloli a kisebb
energiaszintrél (qg = 0,02 qyrit), piros pedig a magasabb energiaszintrdl inditott megoldast. (a) és (b) a

megoldasok fazisterének kinagyitott (a) és a tagabb (b) része, (c) az megoldasok energiavaltozdsa az idében.
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