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Abstract

In virtual environment in the case of motion control problems, it is easy to modify the parameters of the
controlled system. In this way we can realize experiments that cannot be implemented in real world
experiments. An example can be the balancing of the inverted pendulum in the case when the length of the
pendulum is not a real number, but a complex number. This generates a complex-valued dynamics that consist
of a real and an imaginary part. In my research, I investigate the effect of the complex parameter on the
balancing performance, namely the maximum delay (critical delay) for which the pendulum can be stabilized.
In the theoretical stability analysis, it was calculated that the critical delay does not depend on the imaginary
part of the pendulum length. This means that the disappearance of the stable domain is not affected by the
imaginary length. However, by introducing the robust stabilizability, we get that the critical delay
corresponding to a given level of parameter uncertainty decreases if the imaginary component of the pendulum
length increases. This means that the imaginary length affects the size of the stable region.

Kivonat

Virtudlis kornyezetben megvalositott mozgaskoordinacios feladatok esetén konnyen lehet az egyes
paramétereket valtoztatni, igy olyan kisérleteket és méréseket is végre tudunk hajtani, amit valodi kériilmények
kozott nehezen, vagy nem is tudnank megtenni. llyen lehet az inverz inga egyensulyozdsa, abban az esetben,
ha az inga hosszat nem valos, hanem komplex szammal irjuk le, ami egy komplex értékii dinamikat general. A
kutatasomban azt vizsgalom, hogy elméletben milyen hatdssal van az egyensulyozdsra a komplex értékii
paraméter, azaz mi az idokésés legnagyobb értéke (kritikus idokésés), ami esetén stabilizalhato az inverz inga.
Az elméleti stabilizalhatosagi vizsgadlat soran az deriil ki, hogy az inverz inga kritikus idokésése nem fiigg az
inga hosszdanak képzetes részétol, csak a valostol, tehdat a stabil tartomany eltiinéset nem befolydasolja a
képzetes hossz. Azonban a robosztus stabilizalhatosag fogalmat bevezetve azt kapjuk, hogy minél nagyobb a
képzetes hossz, annadl kisebb az adott paraméter bizonytalansaghoz tartozo kritikus idokeésés, tehat a stabil
tartomany méretét befolydsolja az inga képzetes hossza.

Kulesszavak: inverz inga, egyensulyozas, komplex hossz, reakci6 idokésés

1. Bevezetés

Az emberi mozgas szabalyozasi feladatok soran az idegrendszer reakcid ideje egy hatart szab a
rendszerek stabilizalhatésaganak [4]. Emiatt be lehet vezetni a kritikus hossz és kritikus idokésés fogalmat,
amik a stabilizalhatosdg hatarat mutatjak. Ezen paraméterek segitségével lehet kiilonb6z6 rendszereket
vizsgalni idokésést is figyelembe véve [1].

Virtualis kornyezetet alkalmazva olyan elméleti kisérletek is megvalosithatoak, amik a valdsagban
nehezen vagy egyaltalan nem végre hajthatdak [5]. Erre egy példa lehet, amikor egy inverz inga egyensulyozas
soran nem a Newtoni, hanem az Arisztotelészi dinamika van alkalmazva [6]. Ebben a kutatasban egy hasonlo
elméleti kisérlet van megvalositva. Az inverz inga egyensulyozasanak feladata van vizsgalva abban az esetben,
amikor az inga tisztan valos hossza ki van egészitve egy képzetes résszel. Az inga komplex hossza egy
komplex mozgasi dinamikat general. Az inga mechanikai modellje 1athat6 az els¢ abran.
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1. abra. Inverz inga egyensulyozdsanak mechanikai modellje.

2. Inverz inga valos hosszal

Inverz inga egyenstlyozasi feladatok soran a mérési alanynak a fels6 egyensulyi pozicioban kell tartania
az ingat, az als6 pontja mozgatasanak segitségével. Ebben az esetben az ember modellezheté aranyos-
differenciald, azaz PD szabalyozoként, mivel az ember képes a pozicié és a sebesség érzékelésre is [1]. Az
emberi idegrendszer egy természetes reakcio idokésést tartalmaz, emiatt modellként késleltetett PD szabalyozo
alkalmazhato. A kis kocsin szabalyozott inverz inganak a linearizalt mozgasegyenlete, egyenletes
tomegeloszlassal, felirhat6 az alabbi alakban

) 69 _
o(t) —E(P(t) = —m()(t) (1)

ahol ¢ az inga szogpozicidja, [ az inga hossza, g a gravitacios gyorsulds, m az inga, m, pedig az ingahoz
rogzitett kis kocsinak a tomege. Q(t) a szabélyozasi erd és ¢ pedig egy paraméter az alabbi értékkel
c= (4 B ) @
m+ mg,

A numerikus szimulacidk soran a kis kocsi tdomege m, = 100 kg és az inga tomege m = 1 kg. Ilyen
modon modellezhetd az eset, amely soran a kis kocsi tdmege sokkal nagyobb, mint az ingajé. A késleltetett
PD szabalyozo szabalyozasi erejének az egyenlete az alabbi

Q) = K,o(t — 1) + Kg¢(t — 1), (3)
ahol T az id6késés, K, az aranyos tag, Ky pedig a differencialo tag.

3. Inverz inga Komplex hosszal

Abban az esetben, ha az inverz ingdnak a hossza egy komplex szdm, a mozgasegyenlet paraméterei is
komplex szamma valnak, tehat az alabbi jeldlés alkalmazhatd

() —ap(t) = —bQ(¢), “4)
ahol
l=L+ Ri a=oa+ Bi b = 6+ xi,
¢s a szogpozicid felbonthato valos és képzetes részre:
@(t) = Ppe(t) + i (t) )

Az L és az R avalos és a képzetes része az inverz inganak. Az a, § és §, k a valos és a képzetes része az a és b
paramétereknek. Ezeknek a paramétereknek az értékei kiszamolhatok az alabbi modon:

_ 6g  6g L—Ri 6g(L—Ri))  6gL 6gR
a= c(L+Ri) c(L+Ri) L—Ri c(l2+R?) c(I2+R2) c(L?2+ Rz)l (6)
a B
6 6 L—Ri 6(L — Ri)

b= MmO L+ R)  cm+m) L +R) L—Ri_ cm+mg) 2+ R
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_ 6L 6R _
T ctm+m)(L2+ R2)  c(m +mg)(I2 + R%) " (7)
8 K

Fontos megjegyezni, hogy 3 és k tartalmazza a negativ jelet is. Az R = 0 esetben a valos hosszu inverz inga
dinamika kaphat6 vissza.

4. Stabilitas

Egyensulyozasi feladatok sordn a rendszer stabilitas diagramja a D-felosztas modszerével vezethetd le.
A stabilitas diagram az ugynevezett D-gdrbéket mutatja a paraméter sikban, ahol a karakterisztikus egytitthatd
valos résszel 1étezik. A D-gorbéket a mozgasegyenlet karakterisztikus egyenletébdl lehet levezetni [2]. A 4
karakterisztikus egyiitthat6é egy komplex szam. A rendszer akkor van akkor van a stabilitds hataran, amikor a
valds része a karakterisztikus gyoknek zérus. Tehat y egyenld nullaval és az exponencidlis fliiggvény felirhato,
mint trigonometrikus fiiggvények linearis kombinacidja. A kiszamolt egyenlet szétbonthato valds €s képzetes
részre:
Re(D ()\)) =-w?—a+ 8K, cos(w1) + kK, sin(wt) — kKgw cos(wt) + 8Kgw sin(wt) =0,  (8)
Im(D(Y)) = —P + kK, cos(wt) — 8K, sin(wt) + §K40 cos(wT) + kKyw sin(wt) = 0. )
Ez az egyenletrendszer megoldhato K, €s Ky valtozokra és ket kiilonbozo eset elkiilonithetd,
e Haw=0
A D-gorbék az w = 0 paraméteres egyenletbdl indulnak ki. Ez az egyenes a statikus D-gorbe.

—a+ 8K, =0 K, = (10)

8
. an

Ez a megoldas ellentmondasosnak tiinik, de a két megoldas pontosan egyenlé egymassal.
e Haw=#0
Ahhoz, hogy megkapjuk K, és Ky véltozokat, mint az w fliggvénye ez a két egyenlet az alabbi médon

manipulalhato:
(8) x cos(wt) — (9) X sin(wt) =
(—w? — ) cos(wt) + Bsin(wt) + K,8 — Kgkw = 0 (12)
(8) x sin(wt) + (9) X cos(wt) =
(—w? — o) sin(wt) — Bcos(wt) + K,k + K48w = 0 (13)
Ezeket megoldva megkapjuk az egyenletrendszer megoldasat.
— 2 . .
= Kj(w) ot 50 (w*8 sin(wTt) + ad sin(wt) + B cos(wt)) +
(2 _ i 14
+ K2w2+ o (—w*k cos(wt) — ak cos(wT) + kP sin(wT)), (14)
B . . .
= K,(w) = cos(wt) — gsm(wr) + T 15 (w?ksin(wt) + aksin(wt)) +
2,2 o 2B
— -— —si . 1
+KZ Y <BK cos(wT) 5 cos(wT) 5 cos(wt) + 5 sm(wr)) (15)

Fontos megjegyezni, hogy a karakterisztikus gyokdk nem komplex parok, mint a valos inga hosszl
esetben, hiszen a karakterisztikus egyenlet tartalmaz komplex egyiitthatokat. Tehat, ha A = y + wi
egy karakterisztikus egyiitthato, akkor A = y — wi nem feltétleniil karakterisztikus egyiitthato. Emiatt
a K, és a Ky fuggvények killonb6z8 dinamikus D-gorbéket adnak pozitiv és negativ w értekekre. Tehat
a tisztan valods értéki inga hosszl esettel szemben, az w paramétert a negativ €s a pozitiv tartomanyban
is vizsgalni kell. Ezen kiviil a dinamikus D-gorbék esetében csak egy karakterisztikus egytitthat6 valos
része valtoztat eldjelet.

5. Stabilitas diagram

A stabilitas diagram lathat6 az 2. abran. Nem nulla képzetes hossz esetén két fajta D-gorbe tlinik fel:
egy w > 0 ¢és egy w < 0 esetén, piros és kék vonallal jelolve. Ugyanakkora pozitiv és negativ képzetes R
résszel, a D-gorbék szimmetrikusak. Ez a K, és Ky R-rel valo parametrizalasaval is lathato: K(w,R) =
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K,(—w, —R) és K4(w, R) = K4(—w, —R). A 2. abran lathaté, hogy a dinamikus D-gorbék érintik a statikus D-
gorbét a (Kp, Kd) = (%, T%) pontban.

5000
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z. 1000

2. abra. Stabilitas diagram késleltetett PD szabalyozo esetén, © = 0.7 s idékéséssel ésl = 5 + 1lim
komplex hosszal. A fekete vonal a statikus D-gérbe A = 0 eseteén, a piros és kék vonalak
pedig a dinamikus D-gérbék w > 0 és w < 0 esetén.

6. Kritikus hossz és idokésés

Szabalyozasi feladatok soran a szabalyozo6 idokésése hatart szab a rendszer stabilizalhatosaganak. Inverz
inga egyensulyozasa esetén egy kritikus hossz [ definialhaté egy adott T id6késéshez. Ha a riid hossza a
kritikus hossz alatt van, akkor a rendszer nem stabilizalhat6, mert a rad hamarabb elddl, mint ahogy a
szabalyoz6 kozbe tudna avatkozni. Ehhez hasonldan egy kritikus id6késés T, definialhaté egy adott [ inga
hosszhoz. Ha a szabalyoz6 idOkésése nagyobb, mint a kritikus idokésés, akkor a rendszer nem stabilizalhatd,
ugyanezen ok miatt. Az 3. abran egy stabilitas diagram sorozat lathato. Jol latszik, hogy a stabil tartomany
mérete csokken a képzetes hossz novelésével. Ez a megfigyelés valosziniisiti, hogy a kritikus id6késés
csokken, amikor az inga hossza egy komplex szam. Ugyanakkor ahogy késobb lathat6é a cikkben, ez nem
teljesiil.

6.1. Inga valds hosszal

A kritikus hossz ¢€s kritikus id6késés a szabalyozo paraméterek Taylor sorabol szamolhato ki. Ez az
Osszefliggés tisztan valos hossz értékii inverz ingaknal a kovetkezo:

4]

Terit = 5 (16)
6.2. Inga komplex hosszal
A szabalyozo6 paraméterek Taylor sora komplex hossz értékil inganal is kiszamolhato.
1 52 1 a2
KB+ ad /xat — B&T —5 081" + 8 — 5 KkpT 5
Ky(w) = 55— ( BT )oo = w*+..
KkZ + 8 K4+ 8 KkZ+ 8 (17)

C1

Cz
Az els6 dominans rész a linearis, azonban itt a C; egylitthato zérus. A masik dominans rész a négyzetes, a C,-
es egylitthatoval. Ebbo] a kritikus id6késés €s a kritikus hossz kiszamolhato.

1 1
oo 8 2%, (18)
2 2 2 = 2 2 Terit
K%+ 6 K%+ 6
A szimbolikus inga paraméterek behelyettesithetdk, azl = L + Riinga hossz hasznalataval. Igy a kdvetkezo
Osszefiiggés szamolhato ki:
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CLcrit
39
A meglep6 eredmény, hogy a kritikus idokésés fiiggetlen a képzetes R hossztol. Ez azt jelenti, hogy a kritikus
idékésést nem befolyasolja, ha a rid hosszat kiegészitjikk egy képzetes résszel. Ugyanakkor a 3. abran latszik,
hogy a stabil tartomany mérete csdkken, a képzetes hosszt novelve. Ez azt feltételezi, hogy valami-féle

robosztus kritikus idokésés fiigg a képzetes hossz nagysagatdl. Ez a kritikus id6késés definialhatéd alapul véve
a legnagyobb négyzetet, ami teljesen belefér a stabil tartomanyba.

(19)

Terit =
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3. abra. Stabilitas diagramjai egy inverz inganak késleltetett PD szabadlyozoval, L = 8 m-
es valos hosszal, kiilonbozo idékésésekkel és képzetes hosszokkal.

7. Robosztus kritikus idokésés
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4. abra. Stabilitas diagramjai egy inverz inganak késleltetett PD szabdlyozoval, L = 8 + 2i m-es hosszal
¢és 10%-os, tehat € = 0.1-es toleranciaval. Ez az az iterdcios lépés, amikor a tolerancia negyzet
épphogy belefér a belsé D-gorbebe. Ebben az esetben a kritikus idékesés T = 0.58 s.
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Valo6s hossz értékl inganal az idokésés novelése a stabil tartomany méretének csdkkenésével jar. Mint
ahogy az latszik az el6z0 fejezetbdl, a kritikus idokésés értéke csak a valos inga hossztdl fligg, a képzetestol
nem. Ugyanakkor a 3. abrabdl latszik, hogy a képzetes hossz befolyasolja a stabil tartomany méretét. Ez azt
jelenti, hogy a rendszer robosztussaga csokken, a képzetes hossz ndvelésével. Amikor a stabil tartomany kicsi,
akkor az embernek nehezebb egyensulyoznia, mert nehezebb kivalasztani a megfeleld aranyos és differencialo
szabalyoz6 paramétereket. Tehat csokken a stabilizalhatdsag, ami alatt azt értjiik, hogy milyen nehéz stabil
helyzetben tartani az inverz ingat. A csokkend robosztussag vizsgalhato az € valtozo bevezetésével, ami egy
mérGszama a rendszer tolerancidjanak [4]. A p*és d* paraméterek a stabil tartomany kozepén talalhatoak.
Ezekkel a paraméterekkel egyenesen aranyosan egy négyzet rajzolhatd a stabil tartomanyba 2ep* és 2ed”
méretli oldalhosszokkal, ahogy az 4. dbran lathatd. Egy adott ridhosszra €s toleranciara a kritikus idokésés
kiszamolhato, egyre kisebb id6késés értékekkel iteralva. A kritikus idokésés az az idokésés érték lesz, amikor
a négyzet épphogy belefér a stabil tartomanyba €s a kovetkezd t idokéséssel szdmolva, mar nem fér bele. Az
5. abran a kritikus idékésések lathatoak, mint a képzetes hossz fliggvényei, kiilonb6z0 € toleranciakra. Lathato,
hogy ahogy csokken a tolerancia, a 7.4 kritikus idokésés egy vizszintes vonalhoz kozelit. Ez azzal
magyarazhato, hogy ahogy a tolerancia nulldhoz kozelit, a négyzet egy pontta sziikill 0ssze, igy ebben az
esetben a stabil tartomany tolerancia nélkiil van vizsgalva és tolerancia nélkiil a kritikus id6késés nem fiigg a
képzetes hossz nagysagatol.
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5. abra. Kritikus idokésés, mint a képzetes hossz fiiggvénye, kiilonbozo € tolerancia értékekkel.
Az inga valos hossza L = 8 m.

8. Osszefoglalas

Osszefoglalasként kijelenthetd, hogy az inverz inga hosszat kiegészitve egy képzetes hosszal, a stabilitas
diagram stabil tartomanyanak mérete csokken. Tehat novekvd robosztussaggal csokken a rendszer kritikus
idokésése. Azonban a stabil tartomany eltiinését nem befolyasolja a képzetes hossz.
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