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Abstract

The paper presents a new hyperelastic model, which is a combination of two previously existing models. The
manuscript describes the analytical stress solutions for the model in the commonly used homogeneous loading
cases. The authors perform a parameter fitting task to determine the parameters of the new model using
uniaxial and equibiaxial material tests. The UHYPER and VUMAT Fortran subroutines written for the Abaqus
finite element software provide the possibility to use the new hyperelastic model for general 3D geometry.
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Kivonat

A cikk egy uj hiperelasztikus modellt mutat be, amelyet két korabban létez6 modell kombinalasaval allitanak
el6 a szerzok. A kézirat ismerteti a modellhez tartozo analitikus fesziiltségmegolddsokat az altalanosan
alkalmazott homogén terhelési esetek sordan. A szerzék paraméter-illesztési  feladat elvégzésével
meghatarozzak az uj modellben szerepld paramétereket egy- és kéttengelyii anyagvizsgalatok segitségeével. Az
Abaqus végeselemes szoftverhez irt UHYPER és VUMAT Fortran szubrutinok lehetoséget biztositanak arra,
hogy az uj hiperelasztikus modellt daltalanos 3D geometria esetén is hasznalhassuk.

Kulcsszavak: hiperelasztikus anyagok, konstitutiv modell, Abaqus, paraméter-illesztés, UHYPER.

1. Bevezetés

A gumiszer( alapanyagok mechanikai anyagmodellezésére a legtobb esetben hiperelasztikus konstitutiv
modelleket hasznalunk [1,2,3]. Ezek f6 jellemzdje, hogy tisztdn rugalmas anyagi viselkedést irnak le, de
ellentétben a klasszikus Hooke-torvénnyel, a fesziiltségi tenzor €s az alakvaltozasi tenzor kozotti kapcsolat
nemlinearis. Emellett a hiperelasztikus modelleket a véges alakvaltozasok tartomanyaban hasznaljuk, ahol a
kinematikai leirds soran figyelembe vessziikk a geometriai nemlinearitast is. A szakirodalomban szamos
hiperelasztikus modellt javasoltak mar a kutatdk, de napjainkban is rendre jelennek meg 1j modellek.
Példaképpen emlitiink egy viszonylag friss folydiratcikket [4], ahol a szerzok 85 kiilonb6zd hiperelasztikus
modellt hasonlitanak 0ssze abbol a szempontbdl, hogy milyen pontosan tudjak leirni egy alapanyag mérés
soran rogzitett nemlinearis mechanikai viselkedését. Fontos megjegyezniink, hogy a szamos rendelkezésre allo
modell koziil nem tudunk egyet kivalasztani, mint a ,,legjobb” hiperelasztikus modell. Kénnyen eléfordulhat,
hogy egy adott modell egy bizonyos alapanyag modellezésére nagy pontossaggal hasznalhatd, de egy masik
alapanyag esetén jelentkez0 nemlinearis karakterisztika leirasandl mar pontatlan eredményt szolgaltat.

Jelen tanulmanyban egy 0j hiperelasztikus modellt vezetiink be, melyet két korabbi 1étez6 modell
kombinalasaval allitunk el6. Az 0 hiperelasztikus modell esetén megadjuk a mérnoki fesziiltség (engineering
stress) €s a nyulds (stretch) kozotti nemlinearis analitikus 0sszefliggéseket a térfogatilag 6sszenyomhatatlan
esetre a hdrom alap terhelési mdd esetén, melyek az alabbiak: egytengelytli nyujtas, kéttengelytli nyujtas, gatolt
egytengelyll nyuajtas. Az 1) hiperelasztikus modellnek egy térfogatilag Gsszenyomhato alakjat is felirjuk,
melynek segitségével a kis mértéki térfogati alakvaltozasokat is figyelembe tudjuk venni. Szilikon lapbol
kivagott probatesteken egy- és kéttengelyli huzdkisérleteket végziink el és ezaltal mérési eredményeket allitunk
elé a mérnoki fesziiltség és a nyujtas kozott. Ezen mérési adatokra illesztjiikk az uj hiperelasztikus modellt és
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megadjuk a modellben szerepld paramétereket. Annak érdekében, hogy illusztraljuk az j modell pontossagat,
a kapott eredményeket 6sszehasonlitjuk a masodrendii Ogden-féle hiperelasztikus modell alkalmazéasaval
kapott eredményekkel. Eldallitjuk az (ij modell UHYPER és VUMAT felhasznalo6i szubrutinjait Fortran-ban
az Abaqus végeselemes szoftver szamara, ezaltal lehetdségiink van tetszéleges geometria esetén végeselemes
kornyezetben is hasznalni az 0j hiperelasztikus modellt.

A térfogati alakvaltozast is figyelembe vevd hiperelasztikus modelleknél az alakvaltozasi
energiastiriiséget (potencialt) (strain energy density) megadhatjuk az alabbi alakban:

s 1
U= Uiso(Ilrlz) + Uvol(])r @

ahol U, az alaktorzitashoz tartoz6 tag, mig U,, a térfogati alakvaltozasbol keletkezd alakvaltozasi
energiastiriség. | = detF jeldli a térfogathanyadost (volume ratio), ahol a F deformacids gradiens tenzor
(deformation gradient tensor). I; és I, a bal- és jobboldali Cauchy-Green-féle deformécios tenzorok (b = FFT
és C = FTF) modositott elsé és masodik f6 skaldr invariansai, melyeket az alabbi formuldk definidlnak:

I, = J~2/31, = J=?/3trb, (2)
L =], = J7*3((trb)? — tr(b?))/2. ()

A Cauchy-féle fesziiltségi tenzorra adodo osszefiiggés [1,2,3]:

7=7\\ar, T "o, al, 29 )

ahol I a masodrendlii egységtenzor (second-order identity tensor). A térfogatilag Osszenyomhatatlan
(incompressible) esetre felirt alak:

_ 20U ou au (5)

0'—7 (6_11+Ila_12)b__b +§I.

Az utdbbi esetnél az altalanos felirasban megjelend & skalarmennyiséget az alakvaltozasbol nem tudjuk

meghatarozni, ennek szamitasara az adott feladatnal érvényes peremfeltételeket is figyelembe kell venniink.
A hiperelasztikus modellek paramétereinek meghatarozasahoz leggyakrabban alkalmazott terhelési

eseteket mutatja az 1. dbra. A késébbiekben U, B és P fels6 indekszekkel jeloljiik az egytengelyti, kéttengelyti

és gatolt egytengelyli nyujtasokhoz kapcsoldodd mennyiségeket. Ezen homogén terhelések esetén a fobb
kinematikai mennyiségek a térfogatilag 0sszenyomhatatlan esetben az alabbiak:
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1. abra. Homogeén terhelési esetek illusztralasa. A szaggatott vonallal a kezdeti deformdalatlan alakok vannak
abrazolva. (a) Egytengelyii nyujtas (b) Kéttengelyti nyujtas (c) Gatolt egytengelyii nyujtds.

Amennyiben U alakja adott, akkor a Cauchy-féle fesziiltségtenzort fel tudjuk irni az (5) Osszefliggés
segitségével. A 033 = 0 peremfeltétel alkalmazhaté mindharom terhelési esetben arra, hogy az (5) altalanos
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felirasban szerepld ¢ fesziiltségértéket meghatarozzuk és segitségével a terhelési iranyban a
fesziiltségmegoldast eldallitsuk.

A térfogatilag 6sszenyomhatd esetre vonatkozo Osszefiiggések felirasat jelen kéziratban a terjedelmi
korlatok miatt nem kozoljiik. Ezen kifejezések megtalalhatoak szakkonyvekben [1,2].

2. Uj hiperelasztikus modell bevezetése

Az 1) hiperelasztikus modellhez tartozé alakvaltozasi energiastirliség fiiggvényt (potencialt) két
meglévo hiperelasztikus modell kombinalasaval allitjuk el6. A Gent-Thomas-féle [5] és a Humphrey-Yin-féle
[6] modellekhez tartoz6 U fiiggvényeket Osszegezziik. A hiperelasztikus modellek ilyen jellegi kombinalasa
ismert a szakirodalomban. Példaképpen Bergstrom altal eldallitott BAM-féle modellt emlitjiik, aminél a szerz6
az elsdrendii Ogden-féle modellt 6sszegzi az Arruda-Boyce-féle modellel [3]. Az Uj modellhez tartozo
potencialfiiggvény altalanos alakja:

_ _ I 1
U= (e®U173 — 1) + C3(I; — 3) + C4In (f) +50- 1)?, @

ahol az utolsé tag a leggyakrabban alkalmazott formula a térfogati alakvaltozasbol adodo alakvaltozasi
energiastiriség felirasdra. A térfogatilag Osszenyomhatatlan esetben Osszesen négy modell paramétert
tartalmaz az 0sszefiiggés: C; ... C4. A D paraméter a térfogati rugalmassaggal van kapcsolatban. D = 0 esetén
az anyag térfogatilag 6sszenyomhatatlan.

Az ¢l6z0 fejezetben bemutatott homogén terhelési esetekhez tartozd fesziiltségmegoldasokra a
térfogatilag 6sszenyomhatatlan esetben az alabbi 6sszefiiggések adddnak az (5) egyenlet felhasznalasaval:

203 -1 _ 10
'= ﬁ(%u 200 + €A+ i Ce (AT (1 4 20%)), "
2(2° -1 _ (11)

B = 22.4—*_112 (63(2 + /16) + C4_/14 + C1C2€C2(2'12+'1 4_3)(2 + 2.6)),
2% -1) _ (12)

P = m(c4 + (C3 + ClCZECZ(/lz-”L 2_2))(1 + 172+ /12))

Ezen terhelési eseteknél a mérnoki fesziiltség értékeket megkapjuk, ha a Cauchy-féle fesziiltségre adodo
megoldasokat elosztjuk A-val. Fontos megjegyezni, hogy amennyiben a térfogati alakvaltozast megenged;iik,
akkor zart alaku fesziiltségmegoldasokat a modellre nem tudunk eléallitani. Ezt a megallapitast egy friss
folyoiratcikk igazolja a neo-Hookean-féle egyszeri hiperelasztikus anyagmodell példajan [7]. Ellenben a
térfogatilag 6sszenyomhat6 esetben lehetdségiink adodik a modell linearizalasara a kezdeti konfiguracio koriil
és ezaltal eldallitani a kezdeti rugalmassagi moduluszt (E,, ground-state Young’s modulus), a kezdeti térfogati
rugalmassagi moduluszt (ground-state bulk modulus) és a kezdeti Poisson-tényezot (ground-state Poisson’s
ratio). A részletes levezetés hosszu terjedelme miatt itt most a végeredményeket kozoljik:

Ey = 18(3C,C, + 3C3 + C,)/(9 + D(3C,C, + 3C5 + Cy)), (13
Ko = 2/D, (14)
vo = (9—2D(3C,C, +3C3+ C,))/(18 + 2D(3C,C, + 3C5 + Cy)). (15)

3. Mérések

Egy- és kéttengelyli huzoéméréseket végeztiink 2 mm vastagsagu szilikon probatesteken. A probatestek
geometriajat a 2. abra mutatja. A mérések elvégzéséhez a BME Miszaki Mechanikai Tanszéken fejlesztett
kéttengelyes anyagvizsgald berendezést hasznaltuk. Az egy- és kéttengelyli mérések esetén a deformalt
probatesteket a 3. abra szemlélteti. A mérések soran a terhelési sebesség 0,25 mm/s volt, aminek segitségével
az anyag viszkoelasztikus viselkedésének hatdsat minimalizalni tudtuk. A mérések soran tobb irdnyban
kivagott probatesteket is vizsgaltunk és anizotrop viselkedést nem tapasztaltunk. A hiizovizsgalatok soran a
terhelés iranyaban mért nyulas és mérnoki fesziiltség értékeket rogzitettiik. Gatolt egytengelyli méréseket a
kutatas jelenlegi fazisaban még nem végeztiink. A mérési adatokat a 4. abran lathat6 szaggatott vonallal jelolt
gorbék mutatjak.
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2. abra. Alkalmazott probatestek befoglalo méretei. (a) Egytengelyii eset (b) Kéttengelyii eset.

3. abra. Az egy- és kéttengelyii huzovizsgalatokrol készitett fényképek. (a) és (b): egytengelyii esetben a
kezdeti és a deformalt probatestek. (c) és (d): kéttengelyii esetben a kezdeti és a deformalt probatestek.

4. Paraméter-illesztés

A mért adatsorokra illesztettiik az (1j modellre kapott analitikus fesziiltségmegoldasokat, amiket a (10)-
(12) osszefliggések definialnak. A paraméter-illesztés soran az atlagos relativ hibakra (root mean squared
relative error) kapott dsszefliggést minimalizaltuk. A hibafliggvény alakja ebben az esetben:

n

1 z .

; (1 _ PiSlm(li)/PieXp)z, (16)
i=1

ahol n a mérési adatpontok szama, Piexp a mért mérndki fesziiltség a A; helyen, PS™ pedig az ugyanezen a

helyen a modellel kapott mérndki fesziiltségérték. A hibafiiggvény megadasanal mindkét mérési adatsort
(egytengelyli és kéttengelyl) figyelembe vettiik. A minimalizalasi feladat elvégzéséhez a Wolfram
Mathematica [8] NMinimize beépitett fiiggvényét hasznaltuk. A kapott paraméterek az alabbiak:

C; =97.997 MPa, C, = 0.0443, (3 = —4.641 MPa, C, = 3.914 MPa.

Ezen paraméterekkel az ered6 hibafliggvény értéke Q = 0.107. A modellel kapott fesziiltségmegoldasokat és
a méréssel kapott fesziiltségértékeket a 4.a abra hasonlitja 6ssze. Megfigyelhetd, hogy az egytengelyli esetben
az illesztés pontossaga jobb, mint a kéttengelyli esetben. Az 0j hiperelasztikus modell pontossaganak
illusztralasara a mért adatokhoz eléallitottuk a masodrendi Ogden-féle modell paramétereit is. Ennél a
modellnél szintén négy paraméter segitségével irjuk le az anyagi viselkedést. Az Ogden-féle modellel kapott
megoldasokat mutatja a 4.b abra. A hibafiiggvény értéke Q = 0,127, a modell paraméterek pedig az alabbiak:

i, = 53.316 MPa, a; = —0.2499, u, = —51.484 MPa, a, = —0.2025. (1)

Annak ellenére, hogy az Ogden-féle modell a szerkezetébdl adoddan nagy szabadsagot biztosit az illesztés
soran, az Uj hiperelasztikus modell pontosabb eredményt szolgaltat ennél az alapanyagnal. Mas, az Abaqus-
ban [9] elérheté modellekkel tortént 6sszehasonlitas soran is azt tapasztaltuk, hogy az 0j modell szolgaltatta a
legjobb eredményt.

(17)
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Uj hiperelasztikus modell
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(a) (b)
4. abra. A mért és a modellekkel szamitott fesziiltségek dsszehasonlitisa. (a) Az uj hiperelasztikus modelllel
kapott megoldasok (b) A masodrendii Ogden-féle modellel kapott megoldasok.

5. Abaqus szubrutinok

Az 1j hiperelasztikus modellhez tartoz6 UHYPER és VUMAT Fortran szubrutinokat elkészitettiik az
Abaqus végeselemes szoftver szamara. Az UHYPER szubrutin esetén elegendd megadni az alakvaltozasi
energiastiriség fiiggvényt ¢és annak a szoftver altal kért derivaltjait, mig a VUMAT kéd sordan a
fesziiltségmegoldasokat is le kell programozni. A UHYPER és VUMAT szubrutinokat megirtuk mind a
térfogatilag Osszenyomhatatlan, mind az G&sszenyomhat6 esetekre. A terjedelmi korlatok miatt ebben a
kéziratban most csak a térfogatilag 6sszenyomhato esetre érvényes UHYPER kddot ismertetjiik az 5. abran.

SUBROUTINE UHYPER(BI1,BIZ,AJ,U,UI1,UI2,UI3,TEMP,NOEL,CMNAME,
TNCMPFALG , NUMSTATEV EV,NUMFIELDV,
FIELDV, FIELDVINC , NUMPROPS , PROPS)

INCLUDE ' .INC'

CHARACTER* | - CMNAMES

DIMENSION UILl(),UIZ2(),UI3("),STATEV(*) , FIELDV(*),
FIELDVINC (*) , PROPS (%)

PARAMETER (ZERO=0. JONE=_ . , TWO=2. ¢y THREE=:. )
C1=PROPS ()
c2 )

C3=PROPS (3)
C4=PROPS (1)

D1=PROPS ()

U=C1#* (EXP (C2* (BI1-THREE) ) ~ONE) +C3* (BT 1-THREE) +C4 *LOG (BI2/THREE)
+ ((AT-ONE) ** ) /D1

UIl (1 )=C1l*C2*EXP(C2*% (BI1-THREE))+C3
UIl(2)y=C4/BIZ2

UI1 (2)=TWO* (RJ-ONE) /D1

UI2 (1)=Cl*C2*C2*EXP (C2* (BI1-THREE))
Ulz()=-C4/BI2/BI2

UI2(2)y=TWO/D1

UIz(1)=ZERO

UIZ2(5)=ZERO

urz(

UI3(

UI3(

UIs(

UIs(

UI3(

UI3(

RETURN

END

5. abra. A4 térfogatilag dsszenyomhato esetre irt UHYPER Fortran szubrutin az uj hiperelasztikus modell
esetén.

crer

meghataroztuk. A teljes végeselemes modell leirasara a terjedelmi korlatok nem adnak lehetdséget, itt most
csak illusztralas végett a deformalt alakot hasonlitjuk 0ssze a mérés soran készitett felvétellel a 6. abran. A
végeselemes szamitassal kapott eredménybdl kitakartuk a probatest felét, hogy jobban lathaté legyen a
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mérésrol készitett fénykép €s a modellel kapott eredmény kozotti hasonlosag. A szinskéla a sikban ébredd

maximalis logaritmikus alakvaltozas értékét mutatja.

Vo

LE, Max. Principal
{Avg: 75%)

6. abra. A mérés sordn kapott deformacio és a VEM modellel kapott deformalt alak dsszehasonlitdsa.
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