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Abstract

In the mechanical engineering course of E6tvos Lorand University, undergraduate mechanical engineering
students study applied mechanics for six semesters. In the last semester, the Multibody Dynamics subject is
given, which includes mechanical modeling and the numerical solution of the derived equations of motion.
The numerical solution is carried out by the help of mathematical programs and a multibody dynamics
software. In this article, an example will be shown to demonstrate the benefits of using the principle of Virtual
Power in mechanical modeling. In addition to the derivation of the equations of motion, one of the approximate
methods, which is studied and applied during the semester, is also presented.
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Kivonat

Az Eoétvos Lordand Tudomdanyegyetem gépészmérndki szakan, egyediilallo modon, hat féléven keresztiil
tanulnak alkalmazott mechanikdt az alapszakos gépészmérnok hallgatok. A hallgatok az utolso szemeszterben
tanuljak a Tobbtestdinamikai modellezés cimii targyat, amely magaba foglalja a mechanikai modellalkotast,
valamint a modellekbdl levezetetett mozgasegyenletek numerikus megoldasat. Ez utobbit matematikai
programrendszerek és egy tobbtestdinamikai szoftver segitségével. Ebben a cikkben bemutatiuk egy
mechanikai példan keresztiil, hogy milyen elonyoket kinal a Virtudlis teljesitmény elvének alkalmazasa a
mechanikai modellezésben. A mozgdsegyenletek levezetése mellett bemutatasra keriil egy kozelité modszer is,
amelynek alkalmazasat a hallgatok a szemeszter soran sajdtitjdk el.

Kulesszavak: Virtualis teljesitmény elve, tobbtestdinamikai modellezés, numerikus megoldas.

1. Bevezetés

Az Eotvos Lorand Tudomanyegyetemen oktatott ,, Tobbtestdinamikai modellezések™ cimi targy elsodleges
célja az volt, hogy a hallgatok képesek legyenek rutinszeriien egy tobbtestdinamikai szoftver segitségével,
dinamikai rendszereket 1étrehozni és elemezni. Az évek soran a kezdeti célok boviiltek, és a szamitogépes
megvalositas mellett nagyobb hangsuly keriilt a mechanikai modellezésre, a modellbdl levezetett
differencialegyenlet-rendszer numerikus megoldasara, és a kdzelité modszerek megismerésére.

Felvetodhet a kérdés, hogy a Tobbtestdinamika vajon nem csupan a Dinamika bdvitett kiadasa? Igaz, hogy a
két targyban sok kozds rész van, am legalabb annyi 0j, eddig ismeretlen elem is.

A Dinamika adja az alapegyenleteket (Impulzus- és Perdiilettétel), amelyek a Tdobbtestdinamikéban
kiegésziilnek az ugynevezett kényszeregyenletekkel. A Dinamikaban megtanuljak a hallgatok, hogyan miként
hozhatnak létre mechanikai rendszerek alapjan differencialegyenleteket, majd megismerik azok linearizalt
valtozatait és analitikus megoldasait.
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A Tobbtestdinamikaban 11j leirdsi modokat ismernek meg, €s megtanuljak, hogyan lehet a lineéris €s
nemlinearis differencidlegyenleteket megoldani numerikus modszerekkel.

Ebben a cikkben, azt mutatjuk be, hogy miként lehet a Virtualis Teljesitmény elvével sikbeli, holonom, kotott
(amelyeknek tagjai egymassal és a kdrnyezettel kényszerek és tamaszok révén kapcsolddnak) mechanikai
rendszereket modellezni és megoldani. Elemzéseink soran tisztdn geometriai tipusu kényszerek alkalmazunk,
a levezetett matematikai modelleket pedig eredeti, nemlinearis formajukban oldjuk meg.

2. Anyag és modszer

2.1 Elméleti hattér

A virtudlis teljesitmény elvének megismeréséhez induljunk ki eldszor a D’ Alembert elvbdl [1]. A D’ Alembert
elv kimondja, hogy egy kinetikai probléma formalisan visszavezethetd statikai problémara, ha a kiilsé (aktiv
vagy valosagos) erokh6z hozzaadjuk a tehetetlenségi eréket (—m - a) és nyomatékokat (—J; - € — w X (J; - w)).

Tételezziink fel egy szabad dinamikai rendszert, amelyre csak kiilsé erék (Fy) és nyomatékok (M,) hatnak,
mayjd alakitsuk at a dinamikai egyenleteinket tgy, hogy atvissziik az un. tehetetlenségi erdket és nyomatékokat
a kiils6 erék és nyomatékok mellé:

is =F Q)
m-ag = F

0=-m-a;+F

I = M )
Jsretwx (s w) =M
0=-J,re—wx(J; w)+ M
Ezekbdl az egyenletekbdl tudjuk képezni az un. Newton-Euler egyenletet:

0=~["" Il lox -l o) @
Alakitsuk at (3)-at kompakt alakra:
0=—-M-x+f 4)

ahol M a tOmegmatrix, X a keresett gyorsulasok vektora, mig f a kiilsd erdk, nyomatékok és inercidlis
mennyiségek vektora. Ezek utan az atalakitott Newton-Euler egyenletet szorozzuk meg a virtualis sebességgel
(6%), amellyel megkapjuk a rendszer virtualis teljesitményét (6P)!

SP=(-M:-%+f)-6%x=0 (5)
Véx # 0
A virtualis teljesitmény elve kimondja, hogy egy dinamikai rendszer, barmely t idépontjaban, kiils6-, bels6-
¢és tehetetlenségi erdi altal végzett virtualis teljesitménye nulla, barmilyen megengedhetd virtualis sebesség-
allapotra [2]. Ennek az elvnek az a fizikai magyarazata, hogy amig megfeleld virtualis sebességeket
alkalmazunk, Uigy a rendszer nem tud elmozdulni az adott, kényszerekkel lekotott pontokban, igy teljesitményt
sem tud leadni.

Rendszeriink ebben a formajaban nem alkalmas egy kotott mechanikai rendszer leirasara, mivel a kényszererok
nem jelennek meg benne. Egészitsiik ki rendszeriinket a kényszererdkkel ugy, hogy a rendszer virtualis
teljesitménye tovabbra is zérus maradjon!

Dinamikai rendszeriink mozgésat ®(r) = 0 geometriai kényszeregyenlettel kotjiik meg, amely folytonos ¢€s
legalabb egyszer derivalhato.

Mivel surlédasmentes, idealis kényszereket alkalmazunk, igy a kényszererd a feliiletre (vagy ivre) merdleges.
Ebbdl az kovetkezik, hogy a kényszerer6bol €s a virtualis sebességbdl szarmaztatott virtualis teljesitmény is
z&rus lesz, hiszen a virtualis sebesség a feliilet (vagy iv) adott pontjan érintd irany\:

SPy =F(-6%x=0 (6)
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Ahol, Fy az adott pontban értelmezett kényszerer6vektor. Az ismeretlen nagysagu kényszererdt képezhetjiik a
kényszeregyenlet gradiense (V@T = DT) és a Lagrange-féle multiplikator (A) szorzatabol:

Fq =V®T-A=DT-2 (7)
A Lagrange-féle multiplikator egy vektor, amely magaba foglalja az ismeretlen kényszerer6k komponenseit

(Fax, Fay, etc.). Mivel a kényszererdk virtudlis teljesitménye is nulla, igy a (7) egyenlet hozzaadhat6 a (5)
egyenlethez, igy megkapjuk a kétott mechanikai rendszer virtudlis teljesitményét:

SP=(-M-%+f—-DT-2)-8%x=0 (8)

A Lagrange-féle multiplikator bevezetésével a 6x virtualis sebességet tetszélegesen valaszthatjuk meg. Ebbol
kifolyolag a (8) egyenlet a kdvetkez6 formara egyszeriisodik:

M-%+D"-A=f Q)

Mivel a rendszerben megjelentek a kényszererdk, igy tobb ismeretlen van, mint egyenlet.
Ha a kényszeregyenletet kétszer derivaljuk, akkor az igy kapott dsszefliggéssel kiegészitve a (9) egyenletet, a
rendszer hatarozotta valik. Vegyiik példaként egy holonom-reoném rendszer kényszeregyenletét:

d(x,) =0 (10)

0®(x) dx

=T . x
ox dt

x=0

d(x,t) =v(x,%t) =

bea=pe -5+ L pw4 (P ) k20
=a=DX)-Xx+ T x =D(x) x+< p x) X =

A (10) egyenlet masodik derivaltjaval a rendszer hatarozott, az ismeretlen mennyiségek és az egyenletek
egyensulyban vannak:

M-%+DT-A=f (11)
D(x)-j&:—(agix)-x)-)kzy

Igy a végsé differencial-algebrai egyenletiink forméja Flores alapjan [3]:

M DT X f

[D 0] '[A]z[v] (12)
Ebbol az egyenletb6él konnyen lathaté, hogy amennyiben ismerjilk a dinamikai rendszeriink

®(x) kényszeregyenletét, gy néhany differencialasi miivelettel képesek vagyunk meghatarozni, szabadtest
abrak nélkiil is, a rendszert leir6 differencial-algebrai egyenletrendszert.

2.2 Futémacska-daru mechanikai modellje

Egy futomacskara szerelt daru egyszerisitett mechanikai modelljét lathatjuk az 1. abran. Ha a
futdbmacskat mozgas kozben hirtelen lefékezziik, akkor rovid ideig lengeni kezd, igy a daru mozgésat is
befolyasolja. Hozzuk létre ennek a mechanikai rendszemek a differencial-algebrai egyenletrendszerét a
virtualis teljesitmény elvének segitségével!
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Yy >
~ X

p=0

1. dbra: Futdmacska-daru mechanikai modellje

A rendszer kétszabadsagfoku, ebbdl kovetkezden, két kényszeregyenletre lesz sziikségiink, ha az un. abszolut
koordinatakkal val6 leirast valasztjuk. Az abszolut koordinatakkal valo leiras soran a test sulypontjanak
mozgasat irjuk le egy all6 koordinatarendszerben:

I )
X1+ Xy — = Ccos@

b= ] 2 =0 (13)
Y2 — 5 Sing
A @ vektor felhasznalasaval 1étre tudjuk hozni a dinamikai rendszer differencidl-algebrai egyenletrendszerét:
M DT] %1 _ [f]
[D 0 ] [)L] B [v. (14)
Ahol a kovetkezd vektorokat ismerjiik, vagy tudjuk kozvetlentil felirni:
m; 0 0 0 .
0 m, 0 0 —sx;— kX
M=[0o 0o m 0 f= 0 (15)
1 , —-m; g
[0 0o 0 —mi? 0
X X X1
. ; _ F
%= 2|5 = |*2| x = || valamint 2 = [ Ax]
Y2 Y2 Y2 Fay
¢ ® 9

Hatarozzuk meg a tovabbi tagokat (D, D', y), kezdve a D matrixszal:

I . 1 0
1 1 0 =-sing 1 0
p=2%_ 2 pT=| o 1 (16)
x |y o 1 L. z !
T eose| = sing —5 " cose

Végiil hatarozzuk meg a y vektort:

_ (D N _|Tzeese e
Y__&X X = ] (17)

Igy a végeredmény a kovetkezé differencial-algebrai egyenletrendszer lesz:
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m, 0 0 0 1 0 i o
0 m, 0 0 1 0 . =St =k
0 0 m, 0 0 1 [*1] 0
1 , 1 ! 12 M2 g
0 0 0 17 m, -l > sing > cos@|. )(’; _ l (18)
I __. Y
1 1 0 osing 0 0 Fyx g Cose e
l FAy _i. Sin(p . (pZ
0 0 1 —E-cosga 0 0 L2 -

A MATLAB (vagy barmely mas matematikai program) segitségével invertaljuk a teljes tomegmatrixot
(amely magéaba foglalja a D és DT matrixokat), amelynek eredményeként az dsszes differencial- és algebrai
elemet megkapjuk.

Ezen elemekbol emeljiik ki az X, és § elemeket:

—2myl-cos Q- @* — 4k %, —4s - x; +%m2g-sin2(p

[xl] = 4m; + m, + 3m; - cosg? (19)
¢ 3m,l - cos @ - sing - 9% + 6 - sing - (sx; + kx,) — 6g - cosp * (my + m;)

4myl + myl + 3myl - cosg?

2.3 Futémacska-daru numerikus megoldasa

Oldjunk meg az (19)-ben kapott masodrendii differencidlegyenlet-rendszert! Ezt a masodrendil
differencialegyenlet-rendszert vissza lehet vezetni négy darab elsérendil egyenletre, igy megoldhat6 példaul a
masodrendii Runge-Kutta modszerrel [4] (tovabbiakban RK-2):

= Y2 =f (20)

. —Zmzl-cosgo-gbz—4k-5c1—4s-x1+%ng-sin2<p f
y = =
z 4-my; +my + 3-m, - cose? ?

V3 = Va =f,

. 3myl-cos@-sing - @* +6-sing - (s-x; +k-x) —6g-cosp - (my +my)
Vo = =fa
4-my-l+my-1+3-my-l-cosp?

Az RK-2 modszer esetén a numerikus szamitas a kdvetkezéképpen végezheto el:

1

Y1 =Yiot+ 5 (k11 + kq2) (21)
1

Y2 =Y20 T 5 (k21 + k22)
1

Y3 =Y30 T 5 (k31 + k32)

1
Yo = Yao + 5 (ka1 + kaz)
Ahol,

ki1 =h-fi(y1, Y2, Y3, Ya) (22)
kay =h- (01,2, Y3, Ya)
k3 =h- f3(01, Y2, Y3, Ya)
kai =h- fo(y1, Y2, Y3, Ya)

ki =h-fi(y1+ ki1, Y2 + ka1, Y5 + k31, Vs + kay)
koo = h- fo(y1 + ki1, Y2 + ko1, Y3 + k31, Ya + kag)
ks = h- fs(y1 + ki1, Y2 + K21, Y3 + k31, Vs + kag)
kaz =h- fa(y1 + ki1, Y2 + ko1, Y3 + k3y, ¥a + kay)
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Az ismert és hatékony RK-2 modszer mellett oldjuk meg a differencidlegyenlet-rendszert az tin. Euler-Cromer
modszerrel is [5] (masik nevén ,,fél-implicit Euler modszer” vagy ,,Newton—Stermer—Verlet modszer”)! Az
Euler-Cromer modszer a kdvetkezoképpen értelmezhetdé masodrendi differencialegyenletekre. Legyen,

y=f@yt
y=g@yt) (20)

Amibdl az Euler-Cromer kozelités a kovetkezOképen irhato le
Vi =fOuyiti)

Yisr =Yith- f(}"i.}’i, t) (21)
Vier = Vi t h gWivn, Yo to)

Legyenek a rendszer paraméterei a kovetkezok: m; = 10 [kg], m: = 1 [kg], [ = 1 [m],
2=9.81 [m/s*], k=50 [Ns/m] mig s = 3000 [N/m]. Legyenek a rendszer kezdeti feltételei a kovetkezék: x;(0)
= 0.5 [m], %1(0) = 0 [m/s], valamint ¢@(0) = -30 [°] (-0.5235 rad), (0) =0 [1/s].

A numerikus megoldashoz a 1épéskozt vegyiik 2 = 0.001-re, és végezziik el a 1épéseket t = {0 — 5} [s]
tartomanyon pl. az Excel segitségével (2-3-4 abrak).
0.6
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AN ;
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<
)

Elmozdulds [m]
(@)

o
N

1d6 [s]

-04

2. abra: A futomacska elmozdulasa

S~ 1 1
£ ] Euler-Cromer (h = 0.001);
- 1 1
= i i
X 1
3 - RK-2 (h = 0.001)

D e e e e ]

-0.4 2 0.4 0.6

Elmozdulds [m]

3. abra: A futémacska fazisdiagramja
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4. abra: A daru elfordulasa
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5. abra: A daru fazisdiagramja
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3. Eredmények és kovetkeztetések

Az abrak alapjan lathato, hogy az Euler-Cromer-fél kozelités segitségével roppant stabil és pontos megoldast
tudunk elérni, fiiggetleniil att6l, hogy a levezetett mozgasegyenletek nemlinearisak. Emellett, az RK-2
megoldohoz képest 70%-al kevesebb adatot kell eldallitani!

A megoldasokrol a kdvetkezé mondhato el. A futdmacska fazisdiagramja lathatoan konvergal a nulla kdzelébe
amit azonban, a daru csillapitatlan mozgéasa miatt, nem ér el. A daru fazisdiagramjan is megfigyelheto a
klasszikus csillapitatlan mozgas. Ezt kezdetben megzavarja a futdbmacska hirtelen megallasa (a kezdeti érték
megadasaval), de utana a fazisdiagram stabil mozgast mutat.

Az explicit megoldo, egyszerliségébdl adodoan, nem igényel Osszetett programozast, igy egy egyszerii Excel-
tablaban meg lehet oldani 1épésrdl-lépésre barmilyen Osszetett differencidlegyenletet vagy egyenletrendszert.

A megoldas mellett fontos kiemelni, hogy a Virtualis teljesitmény elvének segitségével minddssze néhany
egyszerl parcialis derivalassal 1étrehozhato a differencial-algebrai egyenletrendszer, ha a kényszeregyenlet-
vektor rendelkezéstinkre all.

4. Osszefoglalé

Cikkiinkben bemutattunk egy egyszeri, kétszabadsagfoku tobbtestdinamikai probléma matematikai leirasat és
numerikus megoldasat. A {6 célunk az volt, hogy a mechanikai leirasok soran altalanosan alkalmazott Newton-
Euler egyenlet mellett, ami gyakorlatilag az Impulzus- és Perdiilet-tétel matrixegyenletbe torténd atirasa,
alternativat kinaljunk a mechanika oktatasaban a Virtualis Teljesitmény elvének tobbtestdinamikai
alkalmazasaval.

A BSc hallgatok szamara a bemutatott elmélet megértése valamivel tobb absztrakcidt és matematikai tudast
igényel, azonban a problémak leirdsa soran nem sziikséges a Perdiilet- vagy Impulzustételt illetve a
szabadtestabrakat alkalmazni. A modszer alkalmazasaval dinamikai rendszeriink minden eleme a
kényszeregyenletek egyszerli derivalasaval 1étrehozhatd, amely a szamitogépes adaptaciot is megkdnnyiti.
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