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Abstract

This is a kind of graph-theoretic essay, with new perspectives rather than new results, though there are too (e.q.
theorems 2 and 4). In randomly created structures (be they natural or artificial) very often there exist ordered
substructures. We will present here some of such structures in graph theory.
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Kivonat

Ez az irds egyféle grafelméleti esszészeriiség, inkabb vj szemlélettel, mint uj eredményekkel, bar vannak
ilyenek is (pl. 2. és 4. tétel). Azt vizsgaljuk, hogy egy struktura, legyen az barmennyire is véletlenszeriien,
rendezetlendl Iétrehozva, tartalmazhat-e valamilyen rendezett részstruktirat.
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1. BEVEZETES

Ha alaposan megfigyeliink barmilyen rendezetlen struktirat, észrevehetjiik, hogy valahol, valamilyen
maodon van benne rend. Ezt a rendet keressik a grafelméletben!

Szemerédi Endre* nyilatkozta egy interjuban: ,,A véges objektumokban mintazatokat, kiilonb6z6
alakzatokat keresink, illetve azt, hogy milyen feltételek mellett jonnek Iétre bizonyos alakzatok — ez az egyik
alapkérdés. Egy kicsit nagyképli vagy filozofikus megfogalmazas szerint azt szeretnénk bizonyitani, hogy
minden kaoszban van rend. Tehat ha 6n direkt rosszindulattan ad nekem egy struktirat, abban is meg lehet
talalni a rendnek tekinthetd részleteket. Legyen mondjuk hat pont, és én azt mondom, hogy ezeket 6n kdsse
Ossze kék és piros ceruzaval Osszevissza, létrehozva egy élekbol és csomopontokbol allo, ugynevezett teljes
grafot. Mi lenne ebben egy szép alakzat? Mondjuk harom pont, amelyeket 0sszekoto €lek azonos szintiek.
Igazolni lehet, hogy az 6rddg — vagy a rosszindulatu Ujsagird — barhogyan is szinezi ki a gréafot, kénnyen lehet
talalni benne harom ilyen pontot.””

2. REDEI TETELE ES KOVETKEZMENYEI

Egy utat Hamilton-Gtnak neveziink, ha tartalmazza a graf 6sszes csucsat. Egy kor, amelyik tartalmazza a
graf minden csucséat, Hamilton-kor.

Irdnyitott grafokban iranyitott Hamilton-Utrol beszéliink. Rédei L&szl6* kovetkezd érdekes eredménye
szerint egy véletlenszerlien felépitett teljes grafban 1étezik bizonyos rendezett alstruktura. [2]

" Szemerédi Endre (1940-) Abel- és Széchenyi-dijas magyar matematikus, egyetemi tanar, a Magyar Tudomanyos
Akadémia rendes tagja. Nemzetk6zi tudomanyos ismertségre kombinatorikai, szamelméleti és algoritmuselméleti
kutatasaival tett szert.

T https://tinyurl.com/32f99fwt

t Rédei Laszl6 (1900-1980) Kossuth-dijas matematikus, szegedi egyetemi tanar, a magyar absztrakt algebrai iskola
megalapozoja. A Magyar Tudomanyos Akadémia rendes tagja.
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1. tetel. [Rédei] Egy legaldbb két csicsu teljes graf éleinek tetszdleges irdnyitdsaval kapott grdfban
mindig van iranyitott Hamilton-(t.

Ebben a tételben az a szép, hogy a teljes grafot tetsz6leges modon iranyitva, egy latszdlag teljesen
rendezetlen grafot kapunk, de az igy kapott grafban mégis mindig van iranyitott Hamilton-(t.

Az aldbbi két példaban (1. dbra) az élek egy-egy irdnyitasat lathatjuk egy négycsucsu teljes grafban, és
pirossal a Hamilton-utakat. Itt Iathatd, hogy az élek tetszdleges iranyitasaval iranyitott Hamilton-kér nem
mindig létezik. Mindkét esetben a 3-as csticsba csak befutd élek vannak, tehat Hamilton-kor 1éte kizarhato.

(®

1. abra. Hamilton-utak egy négycsucsu teljes grafban

Vajon milyen feltételek mellett lenne biztositva a Hamilton-kor 1éte egy teljesen véletlenszertien iranyitott
teljes grafban? Arra gondolhatnank, hogy elegendd lenne, ha kik6tnénk, hogy minden csucs esetében legyenek
befutd és kifutd élek. A 2. abra példa arra, hogy ez nem elég. Itt a pirossal rajzolt két kor biztositja a fenti
feltételt, a graf mégsem tartalmazhat Hamilton-kort, mert a két piros kor kozott csak egy iranyban vannak élek.
Ha a jobb oldali piros korb6l atmegyiink a bal oldaliba, onnan mar nem tudunk visszajutni, tehat nem létezhet
Hamilton-kor.

2. abra. Példa egy hatcstcsu teljes grafra, amelyben nincs Hamilton-kér

Az a feltétel, hogy minden csucs esetében legyenek befutd és kifuto élek viszont elegendé ahhoz, hogy
biztositsa, hogy a grafban legyen iranyitott kor. Kijelenthetjiik a kovetkez6 tételt.

2. tétel. Egy legalabb harom csucsu teljes grdf éleinek olyan tetszéleges iranyitdsdaval, hogy minden
cstcsba legyen befuto él, és minden cstcsbdl legyen kifuto él, biztosithatd, hogy a kapott grafban mindig legyen
iranyitott kor.

Ezt konnyli belatni, hisz ha elindulunk egy csucsbodl, egy iranyitott élen atmegyiink egy szomszédos
cslicsba, ahonnan ugyanugy folytatjuk tovabb, és ha mar nem tudunk tovabb haladni, akkor visszaértlink egy
mar érintett csucsba (amely akar a kiinduld csucs is lehet), és ezzel bezarul egy kor.
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3. RAMSEY-TiPUSU SZELSOERTEK-FELADATOK

Bizonyitsuk be, hogy egy legal&bb hattagt tarsasagban mindig vannak harman, akik kdlcséndsen ismerik
egymast vagy kolcsondsen nem ismerik egymast (az ismeretséget kdlcsondsnek tekintjik). Legyenek a graf
cslcsai a tarsasag emberei. Jel6ljik piros éllel, ha két ember ismeri egymast, és kék éllel ha nem (3. abra bal
oldali grafja). Valasszuk ki az x1 csucsot és az Xz, Xs, X4, Xs, Xs, CsUcsokat. Mivel x; 6t éllel van 6sszekotve a tobbi
csuccsal, és ezek két szinnel vannak kiszinezve, az 6t ¢l koziil, legalabb harom azonos szindi, példaul piros. Az
abran feketével szaggatottan rajzolt él mindegyike lehet akar piros, akar kék. Ha az {x., xs} él piros, akkor a
grafban van piros haromszog {xi, X2, Xs}. Ugyanez igaz az {xs, X4} €s {x2, X4 } élekre is. Ha viszont ezek egyike
sem piros, akkor mindharom kék (az abran szaggatottan), és akkor van a grafban kék haromszdg.

A feladat ugy is megfogalmazhatd, hogy barmely legalébb hat csucsu grafban vagy a komplementerében
van haromszdg. (A piros élek a grafban vannak, a kékek a komplementerében.) Van olyan szinezése egy
Otcsticsu teljes grafnak, amelyben nincs egyszinii haromszdg (3. abra jobb oldali grafja). Tehat 6 az a legkisebb
szam, amelyre a fenti tulajdonség igaz.

3. 4bra. R(3,3) =6

A feladatot meg lehet fogalmazni harom szinnel is. Ha harom szinnel szinezziik ki egy legalabb 17 csuicsu
teljes graf éleit, akkor mindig van benne egyszinli haromszdg. A bizonyitas hasonld az eldbbi esethez. Az Xo
cslics dssze van kotve minden tovabbi cstccsal a harom szin valamelyikével szinezett éllel (4. abra bal oldali
grafja). Ezen 16 ¢l koziil legalabb 6 azonos szinii, példaul piros, és legyenek ezek Xi, Xz, ..., Xs. Ha €zen utdbbiak
koziil barmely ketté piros ¢éllel van Osszekotve (az abran szaggatott vonallal, de nincs minden ilyen él
berajzolva), akkor piros haromszég keletkezik. Ha ezen ut6bbi élek kozul egyik sem piros, akkor kék vagy zold.
AZ X1, X2, ..., Xe csucsok, a koztik futd megfelelé élekkel, egy két szinnel szinezett 6 csucsu teljes grafot
képeznek, és ebben az el6z6 eredmény alapjan mindig van egyszinii haromszog (kék vagy zold). Es ezzel a
bizonyitast befejeztik. Hogy 17 a legkisebb olyan szdm, hogy a harom szinnel val6 szinezésben a 17 cstcsu
teljes grafban mindig van egyszinii haromszdg, a 4. abra jobb oldali 16 csucsu teljes grafja bizonyitja, amelyben
nincs egyszinli haromszog.

4. 4bra. R(3,3,3) = 17

A fiatalon elhunyt Frank Ramsey® matematikus irta, hogy: ,.egy elég nagy rendszerben, még ha
rendezetlen is, kell lenni valamilyen rendnek”. Az elobbi feladat (egy legalabb hattagu tarsasdgban mindig
vannak harman, akik kdlcsondsen ismerik egymast vagy koélcsondsen nem ismerik egymast) altalanositasa

§ Frank P. Ramsey (1903-1930) brit matematikus, filoz6fus, kdzgazdasz
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Ramsey nevéhez fiizédik. Jeloljiik Kq-nel az n-csucsu teljes grafot. Legyen R(m,k) az a legkisebb természetes
szam, amelyre egy n > R(m,k) csuccsal rendelkezé grafban van K, részgraf vagy a komplementerében van Ky
részgraf. Méas megfogalmazésban: ha egy n > R(m,k) csuccsal rendelkezé teljes graf éleit két szinnel szinezziik
ki, akkor mindig van benne egyszinii Ky részgraf vagy egyszinili K részgraf. Extrém grafoknak nevezzik azokat
az R(m,k)-1 cslcsu grafokat, amelyekre ez a tulajdonsag nem igaz.

Példaul: R(3,3) = 6. Extrém graf az 5-cstcsu kor. (A 3. abra jobb oldali grafjaban a piros élek a grafhoz,
a kékek a komplementer grafhoz tartoznak.)

Az R(m,k) pontos értéke csak néhany esetben ismert. Az aldbbi tablazatban tobb helyen pontos érték
helyett intervallum van megadva.

m\k[3]4] 5 | 6 | 7 | 8 | 9 | 10 |

3 [[6]9] 14 18 23 28 36 [40,43]

4 18] 25 3541] | [49,61] | [56,84] | [73,115] | [92,149]

5 [43,49] [ [58,87 | [80,143] | [101,216] | [125,316] | [143,442]
6 [102,165] | [113,298] | [127,495] | [169,780] | [179,1171]
7 [205,540] | [216,1031] | [233,1713] | [232,2826]
8 [282,1870] | [317,3583] | [377,6090]
9 [565,6588] | [580,12677
10 [798,23556]

5. 4bra. Néhany érték R(m,k)-ra™

Konnyt bizonyitani, hogy: R(1,k) = R(k,1) = 1, R(2,k) = R(k,2) = k. Altalanosan: R(m,k) = R(k,m).

Be lehet bizonyitani, hogy R(m,k) 1étezik, minden nullatol kiilonbozé m és k természetes szamra. Erdds
Palit és Szekeres Gyorgy: bebizonyitotta a kovetkez6 tételbeli felsé hatart [1]. Az alsé hatar kevésbé fontos, de
erre is van képlet [5].
3. tétel. [1,5] R(m,k) létezik tetszbleges m,k € N* értékekre, és mk—-min(m,k) <R(mKk) < (m; k I 2 ).

Az alabbi Hai.1 grafokat, amelyek kapcsolodnak az als6 hatar egy specialis esetéhez, Andrasfai-grafoknak
nevezzik, mivel Andrasfai Béla® irta le elészor. [1]

Legyen adott a Hsa graf, amelynek cslcsai ai, az, ... , as1 egy kordn szabalyosan elhelyezve, és
amelyben élekkel kotjlik 6ssze azokat, amelyeknek tavolsadga nagyobb, mint a kdrbe irhat6 szabalyos haromszdg
oldala. gy példaul a; dssze van kotve az a1, ... , ax csticsokkal.

™ https://mathworld.wolfram.com/RamseyNumber.html

Tt Erdds Pal (1913-1996) vilaghirii magyar matematikus, a Magyar Tudomanyos Akadémia tagja, aki féleg
szamelmélettel, kombinatorikaval és grafelmélettel foglalkozott

i Szekeres Gyorgy (1911-2005) magyar-ausztral matematikus, a Magyar Tudomanyos Akadémia tagja, aki
grafelmélettel, kombinatorikaval és szamelmélettel foglalkozott

8 Andrésfai Béla (1931. februér 8. —) matematikus, a budapesti Miszaki Egyetem nyugdijas docense, az Andrasfai-graf
névaddja
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as ay

6. dbra. Hs gréaf

Ha1 nem tartalmaz haromszoget, és legfeljebb k fuggetlen cstcsa van (pl. ai, az, ..., a), ezért R(3,k+1)
> 3k, vagy R(3,k) > 3(k-1).

n=1 n=2 n=3

DI
W AN N
AL
‘D 7.; N

n=>5 u=6

n=7 n=§ n=9

7. &bra. Andrésfai-grafok n =1, 2, ... ,9 értékekre

A Szemerédi-féle regularitasi lemma olyan grafelméleti tétel™, amely szintén a rendet keresi a
rendezetlenségben, azaz igen nagy véletlenszeri grafokban talal valamilyen rendezett struktirat. A lemma
szerint minden, kellden nagy graf csticsainak a halmaza feloszthatd olyan hasonlé méreti részhalmazokra,
amelyek esetében a részhalmazok kozotti élek csaknem véletlenszeriiek. [9]

Hkk

A tétel nevében megmaradt a lemma sz8, mivel Szemerédi Endre annak idején lemmaként hasznalta.
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4. DE BRUIIN-GRAFOK

Azt, hogy a rendezetlen nagyméretli struktiraban van rendezett alstruktura, azt lattuk. Az a kérdés, hogy
egy rendezett struktiraban lehet-e rendezetlen alstruktura. Egészen kisméretii biztos lehet, de nagyméretii lehet-
e? A kovetkezdkben a De Bruijn-grafokrol lesz szd, amelyek nem a rendezetlenség, hanem éppen ellenkezdleg
a rendezettség, a rend, a harmonia képviseldi. [6]

Szograf alatt olyan gréfot értlink, amelyben a csticsok k hosszUsagu szavak', irdnyitott él van az a;a....ax
csucshol a bib,...bk cstcsba, ha azas...ax = biba...by 1.

Ha V = A* (azaz, a csticsok halmaza az dsszes k hosszlsagu sz6), ahol A = {ay, ay, ..., aq}, akkor a graf neve
De Bruijn-graf, jeldlése pedig B(q,k). Példaul, ha A = {0, 1}, akkor q = 2, és ha k = 3, akkor a kovetkez6 De
Bruijn-grafot kapjuk:

oo Co11

o< G D

100 110

8. dbra. B(2,3) De Bruijn-graf
Ebben a grafban két iranyitott Hamilton-kort is talalunk. Ezek:
000, 001, 011, 111, 110, 101, 010, 100, 000 és 000, 001, 010, 101, 011, 111, 110, 100, 000.

Ha elhagyjuk a vesszoket, az egymas melletti szavakat 0sszecsusztatjuk (a kozos részeket csak egyszer
irjuk le), és az utolsé betlt is elhagyjuk, akkor ezeket kapjuk: 0001110100 és 0001011100, és az igy kapott
szavakat De Bruijn-szavaknak nevezziik, és ezek tulajdonképpen De Bruijn-utaknak felelnek meg, de, ha
megegyezilink abban, hogy az utolsé betli utan mindig 0 kovetkezik, akkor tekinthetjiik Ggy, hogy De Bruijn-
korokrol van szo.

k—1
14
A B(g,k) De Bruijn-grafban &sszesen % iranyitott Hamilton-kor van. Ez a szdm q és k
novelt értékeivel gyorsan nd. q

graf | Hamilton-korok szama
B(2,3) 2
B(3,2) 24
B(3,3) 373248
B(3,4) 13824 - 10077696°

9. dbra. Iranyitott Hamilton-kdérok szama

A B(3,2)-ben a kovetkez6 24 iranyitott Hamilton-kor van:

0010211220 0020122110 0010221120 0020112210 0011021220 0022012110
0011022120 0022011210 0011202210 0022101120 0011210220 0022120110
0011220210 0022110120 0011221020 0022112010 0012022110 0021011220

1 1tt sz6 alatt egy adott abécé (jelek véges, nem iires halmaza) egymas mellé helyezett betiiib6l képzett fiizért értjiik.
Példaul, ha az abécé A = {a, b, 1, 2, 3}, akkor szavak lehetnek: ab, aa, 1ba2, 221 sth.
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0012110220 0021220110 0012202110 0021101220 0012211020 0021122010

A B(3,2) grafban (10. bra, jobb oldalt) ket iranyitott Hamilton kort rajzoltunk be, az egyik élei zoldek, a
masiké pirosak. Lathatjuk, hogy a két iranyitott Hamilton-kornek nincsen kozos éle, az ilyen esetben azt
mondjuk, hogy ez két Hamilton-kor élfliggetlen.

Mivel rengeteg Hamilton-kor van, feltevodik a kérdés, hogy ezek koziil hany paronként élfiiggetlen
Hamilton-kor létezik. Lathato, hogy a B(3,2)-ben két élfuggetlen Hamilton-kor van. Tobb nem lehet, mert a 00,
11 és 22 cstcsokbol két él fut ki mas csucsokba, egy pedig 6nmagaba, tehat ezeken csak két Hamilton-kér mehet
at. Hasonlo megfontolas alapjan, a B(q,k) grafban is legfeljebb g—1 paronként élfliggetlen Hamilton-kér létezhet.
Az a kérdés, hogy van-e ennyi? A rendezettnek tekinthetd De Bruijn-grafban az dsszes iranyitott Hamilton-kor
halmaza rendezetlen strukturanak tiinik, és kérdés, hogy ebben létezik-e g1 élfliggetlen Hamilton-kor (azaz
egy rendezett alstruktara.) Johny Bond** és Ivanyi Antalss sejtése alapjan pontosan ennyi van.

10. &bra. B(3,2) De Bruijn-gréf

1. sejtés. [3] Ha q = 2 és k > 2, akkor a B(q,k) grafban létezik g—1 paronként élfliggetlen irdnyitott
Hamilton-kor.

Egyelére a sejtést nem sikeriilt bizonyitani, csak annyit, hogy legalabb /2 élfuggetlen Hamilton-kor
létezik minden B(q,k) gréafban. [7]

A B(5,2) grafban a kovetkez6 iranyitott Hamilton-korok élfuggetlenek:

00102112041422430332313440
00203223012133140443424110
00304334023244210114131220
00401441034311320221242330

Meg lehet figyelni, hogy a masodik Hamilton-kort ugy kaptuk meg az els6bél, hogy 1 helyett 2-t, 2 helyett
3-t, 3 helyett 4-et, 4 helyett pedig 1-et irtunk. A nulldk véaltozatlanok maradnak. Hasonl6an képezziik a
kovetkezoket is mindig az el6z6b6l. Az a kérdés, hogy az igy kapott Hamilton-kdrok mindig élfiggetlen
Hamilton kort adnak-e. Konny( belatni, hogy ez nem igaz mindig, példaul a B(3,2) grafban 0010211220 és
0020122110 mindegyike Hamilton-kdrnek felel meg, de van kozds élik, példaul az 122-nek és a 211-nek
megfeleld €lek, azaz az 12 és 22, valamint a 21 és 11 csucsok kozottiek. A 11. abran pirossal rajzoltuk az egyik,
kékkel pedig a masik Hamilton-kor éleit. A szaggatott vonallal rajzoltak pirosak is, meg kékek is.

# Johny Bond romaniai szarmazasu francia matematikus
8¢ |vanyi Antal (1942-2017) magyar informatikus, egyetemi tanar az ELTE-n
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Az viszont elképzelhetd, hogy minden esetben vannak ilyen modon képzett élfiiggetlen Hamilton-korok.
Ha a B(q,k) grafban adott egy Hi; Hamilton-kér, képezziik a kovetkez6 Hamilton-kdroket: a Hi-t (gy kapjuk meg
a Hia-bol (i=2,3,...,0-1), hogy elvégezziik a kdvetkez6 cseréket:

1 -2

2—-3
g-2—0-1
g-1 —1
és a 0 nem valtozik.
Legyen u az a morfizmus (,,fliggvény”), amely a fenti cseréket elvégzi.

11. dbra. Két nem élfliggetlen Hamilton-kor (a szaggatottan rajzolt élek kozdsek).

AB(5,2) grafban a kovetkez6é Hy = 00102112041422430332313440 irdnyitott Hamilton-korbol kiindulva,
a fenti maédszerre élfliggetlen Hamilton-korok keletkeznek:

H; = 00102112041422430332313440, 1 (Hy1) = Ha,
H, = 00203223012133140443424110, 1 (Ha) = Hs,
Hs = 00304334023244210114131220, 1 (Hs) = Ha,
H, = 00401441034311320221242330, 1 (Hs) = Hy.

Ezen De Bruijn-szavakat reprezentativ De Bruijn-szavaknak nevezzik. A 12. dbra tablazataban néhany
ilyen sz6 van. Ezeket el6allitani nem konnyt, mert ahogy nd a q €s k értéke, exponencialisan né a program
futési ideje.

H,y

0011220210

0021011220

00010021011022202012111221200

00102113230331220

00102313033211220
000100210110201202310301311121130221232031323003332133122330322200
000100210110201202310301311121130223323003132123203330322213312200
00102112041422430332313440

0010211204131403325235505154534422430
00102112041306140315055162252353436442463326545660

- e oW

ot
RN WWIRN N W N

12. dbra. Néhany reprezentativ De Bruijn-sz
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Adoddik a kovetkezd sejtés.

2. sejtés. [4] Barmilyen q > 2, k > 1 értékekre a B(q,k) grafban Iétezik egy olyan Hs irdnyitott Hamilton-
kor, hogy a fenti eljarassal kapott H,, Hs, ... , Hq1 irdnyitott Hamilton-kérok a Hi-gyel egyitt paronként
élfuggetlenek.

A sejtést, hogy a B(q,k) grafban g-1 élfliggetlen Hamiltonion-kdr van, a 13. &bra gréfjai is
sugalmazhatjak. Mindegyik graf agy néz ki, mint egy virdg, amelynek g-1 szirma van.

Hamilton-kort a B(q,k) grafban konnyen elé lehet allitani az Gn. Martin-algoritmussal [8], amely
tulajdonképpen De Bruijn-sz6t generdl. Elindulunk k nullaval. Legyen s:S,...Sn az eddig generalt betiisorozat (a
legelején n = k), ekkor az (n+1)-edik poziciéban folytatasként probalkozunk (g—1)-nel (a betiik 0-t6l g-1-ig
vannak jeldlve). Utana megvizsgaljuk, hogy ha az el6z6 részben (azaz az SiS,...Sh-ben) nem szerepel mar s,
k+2Sn-k+3...SnSn+1, aKKor jO a (q—1), de ha igen, akkor folytatjuk eggyel kisebb értékkel, és igy tovabb. Ha mar nem
tudjuk folytatni, akkor az algoritmus befejezddik, és az eredmény a megfelelé De Bruijn-sz6. Példaul: q = 3, k
= 2-re ezt kapjuk: 0022112010. (Példaul a 8. pozicidban nem lehet 2, mert elétte mar van 22, de 1 sem lehet,
mivel 21 is van, ezért kell 0. Az 11. pozicioba mar egyik sem jo, mert a 02, 01 és 00 is szerepel mar az el6z6
részben. Ezért az algoritmus véget ér.) Sajnos ez az algoritmus soha nem general olyan H; Hamilton-kort,
amelyre az el6bbi modszerrel eléallitott Hp, Hs, ... Hq1 Hamilton-korok élfliggetlenek legyenek. De
elképzelhetd, hogy a Martin-algoritmushoz hasonl6, de mas algoritmus képes erre. Ez egyben bizonyitana is a
masodik sejtést, amelyet mas mddszerrel igen nehéz lenne bizonyitani.

B(9,2)

13. &bra. De Bruijn-gréfok — hurkok és iranyitasok elhagyasaval
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4. tétel. A Martin-algoritmus soha nem allit el6 reprezentativ De Bruijn-sz6t.

Legyen adott a kovetkez6 abécé: A={0,1, ..., g—1}, ahol g > 2. A Martin-algoritmus kezdetben k nullaval
kezdi a B(q,k) sz6 felépitését, majd mindig a lehetd legnagyobb értékii ,,betlit” teszi a kovetkezd helyre,
amennyiben ezen betii az el6tte 1év k—1 betiivel nem szerepel részszoként az addig felépitett szoban, kiilénben
eggyel kisebb értéki betlit valasztunk. Az igy eldallitott De Bruijn-sz0 tartalmazza a kovetkez6 szot:

0(g— 1Ng— 1)~ ~(g— L)

Azt 01 Al allitjuk, hogy is része a De Bruijn-szénak. Ha al...1 ©znem
igy lenne, akkor “~—— lenne e
része,ahola=0,1.Mivel 1---1(¢—1), 1---1(¢—2),..., 1...1 2 azrészszavak benne
(/\'- 1 )—S:Z(‘,l' (/\'— 1)-szer (/f— 1 )—szcr

vannak a De Bruijn-széban, ¢g1.--1 benne lesz is. Ebben az esetben a kovetkez6 részszavak is
benne lesznek: R

A'-SZOT
by Lessd (d— 1) o Losedl (@ 2)5 wsss Byo L s 1 2
(I\'* 1 )-szvr (/\7 1 )—szvr (/\7 1)—514:1‘

De ekkor ba, by, ..., bg2 paronként kiilonb6zok, és kiilonboznek az 1, 0 és a értékektdl is. De ez lehetetlen,
mert ekkor g-1 valtozo (a b-€k és a) csak -2 értéket vehet fel. Ezért az allitasunk, hogy a nem lehet nulla,
hamis. Es mivel

n0(@—-1)(¢g—-1)...(¢—1)) =01---1

k-szor

k-SZOl’

ezért az igy keletkezett De Bruijn-sz6 nem lehet reprezentativ, 0l---1 mert megjelenik egy masik
De Bruijn-széban is, tehat a két megfelel6 Hamilton-kdrnek van egy feseor kBz0s éle.

5. OSSZEFOGLALAS

Az els6 grafelméleti feladatot (a konigsbergi hidak probléméajat) Euler oldotta meg 1736-ban. Az els6
kdnyv 1936-ban jelent meg Konig Dénes tollabol. A grafelmélet gyors fejlédése a masodik vilaghabora utan
kezd6dott, és ma mar a matematika kiilon aga rengeteg gyakorlati alkalmazassal. A kiilonb6z6 haldzatok
megjelenése sziikségessé tette a nagy grafok vizsgalatat. Jelen cikkben azt vizsgaltuk, hogy milyen modon
jelennek meg rendezett strukturak (teljes grafok, kiilonféle utak és korok) a véletlenszeriien szervezett (azaz
teljesen rendezetlen) grafokban.
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