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Kivonat

A végeselem-modszer (VEM) egy Uj megkdzelitése az izogeometrikus analizis (IGA), mely NURBS-alapu
elemek haszndlataval tulmutat a klasszikus VEM lehetéségein. Ezt alkalmazva numerikus modalis
analizis esetén a sajatfrekvenciak meghatarozasa is pontosabbé valik: a vizsgalt numerikus példakban
mind az Euler-Bernoulli-féle, mind az vjszerti, Timoshenko-féle ridelméleten alapulé modellek esetében
jelentds a bemutatott IGA-alapu numerikus modszer elonye.
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Abstract

Isogeometric analysis (IGA) is a new approach to finite element analyis (FEA), that greatly extends the
possibilities of traditional FEA by employing NURBS-based elements. In numerical modal analysis, the
estimation of natural frequencies by IGA also get more accurate: in the studied numerical examples the
IGA-based numerical method has considerable advantages both in a numerical method based on Euler-
Bernoulli beam theory, and in a new numerical model based on Timoshenko beam theory.

1. BEVEZETES

Az izogeometrikus analizis a hagyomanyos VEM egy viszonylag Uj kiterjesztése, melyet Hughes
és tarsai 2005-0s cikke [1] alapozott meg, majd tovabbi eredmények kovettek. Az modszer 6
motivacioja, hogy Iényeges kiilonbségek vannak a mérndki szerkezetek (ill. azok CAD-modelljei) és az
azok analiziséhez hasznalt végeselemes halok kozott.

Mig a VEM-analizis segitségével vizsgalt szerkezetek geometridja legtobbszor digitalisan
pontosan elérheté a CAD-modellek forméjaban, ezek szinte soha nem hasznalhatoak egy az egyben a
VEM-analizis soran. A hagyomanyos VEM-ben elterjedten hasznalt izoparametrikus elemek egy
geometria van rdkényszeritve az elemek és igy a teljes szerkezet geometridjara. Mivel ezek a
formafliggvények (pl. a Lagrange-polinomok) altalaban nem alkalmasak tetsz6leges (mérnoki
gyakorlatban eléforduld) geometria egzakt leirasara, a bel6liik adédo halo definicio szerint nehézkesen
alkalmazhat6 a geometriai interpoléciora.

Az izogeometrikus analizis ezen izoparametrikus elképzelés megforditasa. Ugyanis B-spline,
NURBS (T-Spline stb.) objektumokkal egzaktul reprezentalhatdak a mérnoki gyakorlatban eléfordulo
szerkezetek, az ezen objektumokat felépité spline-bazisok pedig végeselemes formafiiggvényekként is
alkalmazhatbak. Az alébbi szakaszban a B-spline gorbék egy rovid bemutatdsara szoritkozunk.
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1.1 B-Spline gorbék
Egy n Dbazisbol allo, p polinomidlis foku B-spline gorbe bazisfiiggvényeit egyértelmiien
meghatarozza

E = {flJ 52' s €n+p+1}

csomovektor, ahol &; € R az i-edik csomd. Ezeket felhasznalva a B-spline bazisok a Cox-de Boor
rekurzios formula szerint hatrozhatdak meg:
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Ezen bazisok segitségével és n darab B; € R® kontrollpont definialasaval hozhato létre egy B-
spline gorbe:

C) =X Nip (5)B;.
2. IZOGEOMETRIKUS HAJLITOTT RUDELEMEK

Beldthatd, hogy a fenti bazisok alkalmasak arra, hogy Vvégeselemes analizisben
formafiiggvényként hasznaljuk ket [2, 70-71. 0.]. A numerikus példdk soran tisztan hajlitott, sikbeli
radelemek sajatrezgéseit vizsgaltuk, melyek anyaga homogén, izotrop és linearisan rugalmas. Ezen
elemek konkrét vizsgalatara azért esett a valasztds, mert a megfeleld radelméletekben (egyszerti
esetekben) az analitikus megoldassal is részletekbe menden Gssze lehet vetni a numerikus eredményeket.

Az Euler-Bernoulli elmélet esetében a [3] szerinti egyenleteken alapulé numerikus modszert
implementaltunk. Ehhez hasonldan a Timoshenko-féle elmélet esetében is olyan elemeket vezettiink le,
melyek tisztan elmozdulés alaplak. Az izogeometrikus modszer sajatossaga, hogy a spline-bazisok
felhasznalasval a formafiiggvények elemhatarokon vett tetszoleges mértékii folytonossaga eléirhatod: igy
az elemek csomopontjaiban nincsen sziikség szdgelfordulas-szabadsagi fokra. Az utébbi modellt a
Timoshenko-féle radelmélet [4] szerinti csatolt egyenleteinek Osszevonasabol szarmaztattuk a
Galjorkin-modszer segitségével.

3. NUMERIKUS TESZTPELDAK

Két végén tamasztott rudak sajatfrekvenciait hataroztuk meg egyre novekvé elemszam mellett
egy, altalunk Wolfram Mathematicdban implementalt programmal. A numerikus szimulacidk soran
hasznalt anyagjellemzdket ugy véalasztottuk, hogy mind az Euler-Bernoulli, mind a Timoshenko-elmélet
érvényes maradjon, valamint megfigyelhetd legyen a Timoshenko-elmélet esetében megjelend kétféle
rezgési mad is.

3.1 Numerikus spektrumok

A numerikus mddszer pontossaganak értékelésére egy lehetséges modszer, hogy az azzal
szamitott sajatfrekvenciak normalizalt diszkrét spektrumat vizsgaljuk. Egy ilyen spektrumot egy N
szabadsagi fok( numerikus modellben, az {w!'} becsiilt sajatfrekvenciak esetén a

-G
N w,

pontok alkotnak, ahol w,, az n-edik, pontosnak tekintett sajatkorfrekvencia, mely a numerikus modellhez
tartoz6 rudelméletbdl szarmaztathatunk, és amely érték felé a numerikus modszer eredménye az
elemszam novelése mellett konvergél. Ezen spektrumok folytonos szakaszai gyakran invariansak a
szabadsagi fokok sz&maéra, és analitikusan is kiszamithatoak, ezért egy konkrét numerikus modszerre
jellemzének tekinthetoek.

175



XXVIII. NEMZETKOZI GEPESZETI KONFERENCIA

Az 1. dbra az Euler-Bernoulli elméleten alapulé numerikus modellek spektrumait szemlélteti. JOI
lathatd, hogy a referenciaként hasznalt, hagyoméanyos VEM-ben hasznalt formafiiggvényekkel
szarmaztatott harmadfokd Hermite-polinomos elemeknél jelent6sen jobban konvergal az egzakt
megoldashoz az IGA alapu modell.
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1. dbra Numerikus spektrumok az Euler-Bernoulli riidelméletbdl szarmaztatott elemek esetén,
500 szabadsagi fokd modellek hasznalataval

Még latvanyosabb a kilénbség a 2. &bran lathatd, Timoshenko-radelméleten alapul6 elemek
spektrumai esetén. Itt a sajat mddszeriinket az iparban is elterjedten hasznalt, ANSYS Mechanical
szoftver BEAM188 és BEAM189 elemek konvergenciajaval hasonlitottuk dssze.
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2. 4bra Numerikus spektrumok a Timoshenko-ridelméletbdl szarmaztatott elemek esetén,
1000 szabadsagi foki modellek hasznélataval
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3.2 Az egyes sajatfrekvencidk konvergenciaja

Egy masik lehetdség a moddszerek kiértékelésére, ha nem a teljes spektrumot, hanem egyes
sajatfrekvenciak novekvd elemszdm melletti konvergencidjat vizsgaljuk. Ez kevesebb informaciot ad a
teljes numerikus modszerrdl, azonban a gyakorlatban altalaban inkdbb erre van sziikség, hiszen
altalaban csak az els6 5-10 sajatfrekvencia relevans a mérnoki gyakorlatban. Sajnos a hely hianya miatt
ezeket az eredményeket jelen 6sszefoglaldban nem tudjuk bemutatni, azonban az eléaddsunkban ezekre
az eredményekre is kitériink. Az IGA konvergenciaja ezen mérték szerint is szamottevéen jobbnak
bizonyult a vizsgalt numerikus példakban a hagyoméanyos VEM-hez képest.
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