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Abstract

Alfréed HAAR (1885—1933) was a famous Hungarian mathematician at the University of Kolozsvar and later,
at the University of Szeged. This paper deals with shortly his contributions to calculus of variations and some
related Hungarian dissertations.
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Kivonat

HAAR Alfréd (1885-1933) a kolozsvari majd a szegedi egyetem matematikaprofesszora a 20. szazad egyik
legkivalobb magyar matematikusa volt. Ebben a dolgozatban a variacioszamitassal kapcsolatos munkadssagat
és eredményei utoéletének néhany fejezetét targyaljuk roviden.
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1. BEVEZETO GONDOLATOK
HAAR Alfréd 1885. oktober 11-én sziiletett Budapesten, zsidé csaladban. Edesapja HAAR Ignac fold-

birtokos, borkereskedd, édesanyja FUCHS Emma. K6zépiskolai tanulmanyait a budapesti evangélikus gimna-
ziumban végezte, matematikatanara RATZ Lasz16 volt. Remek képességii didk, rendszeres feladatmegoldéja
a Kozépiskolai Mathematikai Lapoknak. 1903-ban érettségizett, majd dijat nyert az E6tvos Lorand matemati-
kai versenyen. Bizonyara ez a dij is kdzrejatszott abban, hogy a vegyészmérndki szakrol, ahova eldszor jelent-
kezett, atiratkozott a budapesti tudomanyegyetemre, ahol matematikai, fizikai €s csillagaszati eléadasokat hall-
gatott. Tanarai BEKE Mano, EOTVOS Lorand, FROHLICH Izidor, KURSCHAK Jozsef, RADOS Gusztav
és SCHOLTZ Agoston voltak.

1905-ben a Gottingeni Egyetemre iratkozott be, ahol Constantin CARATHEODORY, David HIL-
BERT, Félix Christian KLEIN, Hermann MINKOWSKI, Ludwig PRANDTL, Carl RUNGE, Karl SCHWAR-
ZSCHILD, Woldemar VOIGT és Ernst ZERMELO eldadasaira és szeminariumaira jart. Tanulmanyai utan ott
el6bb tanarsegéd lett, majd 1909. jinius 16-an doktoralt David HILBERTnéI és par honap mulva habilitalt is
matematikabol és matematikai asztrondmiabol. Ezt kovetden egy rovid ideig még Gottingenben maradt, majd
elment Ziirichbe, ahol a miiegyetemen lett helyettes tanar. Itt megismerkedett és baratsagba keriilt Albert
EINSTEINnel is [20].

1912-ben HAARt meghivtak a kolozsvari tudomanyegyetemre, ahol elébb az elemi mennyiségtan
nyilvanos rendkiviili tanaranak, majd 1917-t6] nyilvanos rendes tanarnak nevezték ki. Trianon utan a kolozs-
vari egyetem egy kis ideig Budapesten, majd 1921-t6] Szegeden folytatta mitkodését. 1922-ben RIESZ Fri-
gyessel itt megalapitjak az Acta Scientiarum Mathematicarum folyoiratot és ezzel kezdetét vette Szegeden egy
maig mikodd €s hatdé matematikai centrum kialakulasa is. 1931-ben levelezd tagjava valasztotta a Magyar
Tudomanyos Akadémia. HAAR fiatalon, 1933. marcius 16-an hunyt el Szegeden, gyomorrakban. Vilaghiri
tanartarsa RIESZ Frigyes [10] és a tudos szegedi rabbi LOW Immanuel blcstztatta [15], majd Szegedrdl Bu-
dapestre szallitottak €s a rakoskeresztari temetoben temették el. Ma is ott, a Kozma utcai izraelita temetoben
nyugszik.

Osszegylijtott munkainak kotete [10] harmincdt dolgozatat sorolja fel, amelyeket magyarul és németiil
irt, de van egy francia nyelvili publikacioja is. Munkassaga az alabbi targykorokre terjedt ki: halmazelmélet,
ortogonalis fliggvénysorok, szingularis integralok, analitikus fiiggvények, parcialis differencialegyenletek,
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variacioszamitas, fliggvényapproximaciok, linearis egyenlétlenségek, diszkrét csoportok, fiiggvényalgebrak
¢és folytonos csoportok. A matematikaban nevét viseli a HAAR-féle fiiggvényrendszer, a HA AR-transzforma-
ci6, a HAAR-lemma, a HAAR-tér, a HAAR-matrix, a HAAR-mérték, a HAAR-integral és a HAAR-wavelet.
Legnevezetesebb eredménye a folytonos csoportokon altala értelmezett mértékfogalom.

HAAR Alfréd nétlen volt, személyes hagyatékanak sorsa ismeretlen. CZEIZEL Endre ugy tudta, hogy
HAAR Alfrédnak nem volt testvére és ez alapjan rajzolta meg a csaladfajat. Pedig a Délmagyarorszag 1933.
marcius 21. szama HAAR szegedi blicstiztatasa utan azt irta, hogy a gyaszkocsi mogott az elhunyt professzor
novére és az egyetem tanacsa haladt. Rdadasul a csaladfakutatast segitd internetes oldalak (familysearch)
HAAR Alfréd neve mellett feltiintetik egy id6sebb ndtestvérét, akirdl azt irjak, hogy Etelkanak vagy Erzsinek
hivtak. A neve mellett szereplé 1869. oktober 7-es évszam azonban kételyekre adhat okot, hiszen ha 6 is
HAAR Ignac és FUCHS Emma gyermeke volt, akkor HAAR Ignacnak koriilbeliil 12 évesen kellett volna
nemzenie a lanyat, 1évén rola ugy tartjak, hogy 1857 koriil sziilethetett Csicson. Talan ehhez a rejtélyes, E-vel
kezd6do keresztnevii holgyhoz, mint csaladtaghoz keriilhettek HAAR Alfréd halala utan annak iratai.

Egy nemrég késziilt munkaban hat fényképet sikeriilt rola 6sszegytiijtenem [ 18]. Levelezésének néhany
darabja szorvanyosan magyar matematikusok hagyatékaban itt-ott fellelheté. Evekkel ezelétt a szegedi BO-
LYAI Intézet koltozkodése folytan keriilt el6 NEUMANN Janosnak egy HAARhoz irott levele, amelyet kiilon
dolgozatban ismertettiink HAAR Szegeden fellelheté eléadasjegyzeteinek listajaval egyiitt [19]. Ma e levél
eredetije bekeretezve a BOLY Al Intézet konyvtaranak falat disziti.

2. A VARIACIOSZAMITAS TORTENETEROL A 20. SZAZAD ELEJEIG

A varidcidszamitas valos funkcionalok (adott fliggvényosztalyon értelmezett fiiggvények) optimali-
zalasaval foglalkozik. A funkcional az adott fiiggvényosztaly minden egyes fliggvényéhez egy valos szamot
rendel, ennek keressiik a szélsoértékeit, a legkisebb vagy legnagyobb értékét. Példaul

b

I(x) = f x(t) dt

a

egy funkcional, ahol x(t) az [a, b] intervallumon értelmezett folytonos valds fiiggvény [1].

Habar mar az 6korbdl is talalkozhatunk olyan problémaval, amely varidciészamitési feladatnak tekint-
het6 (lasd DIDO karthagoi kiralynd torténetét a romai mitoldgiabol, amelyben egy izoperimetrikus probléma-
hoz vezetd feladat szerepel), a téma kutatasanak Johann BERNOULLI egy 1696-ban az Acta Eruditorumban
felvetett problémaja adott igazi 16kést. Ez volt a Brachisztochron-probléma (Bpoyiotog (brachistos) ,,a legro-
videbb” és ypovog (chronos) ,,1d6”). Képzeljiink el két kiilonb6zé magassagban, de nem egy fliggdleges egye-
nesen elhelyezkedd pontot, amelyeket gorbével kotiink ugy Gssze, hogy a magasabban fekvo pontbol egy test
a gorbe mentén surlodas nélkiil csak a gravitacié hatasara mozogjon. Vajon van-e olyan gorbe €s ha igen,
melyik, amelyet a pont minimalis id6 alatt fut be? — kérdezte Johann BERNOULLI. Az esés ideje itt az alabbi
integrallal irhato fel:

w/1+y

-]

Ezt kell minimalizalni, ahol az y(x) fiiggvény 0sszekoti az origot és az (x4, y;) pontokat. Hasonld problémat
mar Galileo GALILEI is vizsgalt. A feladatnak van megoldasa, és ez a ciklois (az a gorbe, amit egy gordiilé
kor adott pontja ir le az itja soran). A feladatra sokaig nem érkezett valasz, de aztan a kitlizon kiviil masok is
megoldottak: Isaac NEWTON, Jakob BERNOULLI, Gottfried Wilhelm LEIBNIZ, Ehrenfried Walther von
TSCHIRNHAUS és Guillaume de L’'HOSPITAL.

A klasszikus problémafelvetés mellett M. A. LAVRENTYEV és L. A. LJUSZTYERNYIK variacio-
szamitasi kdnyvében [14] azzal az altalanositassal is talalkozunk, amikor a két pont egy vizszintes tengelyen
van. Természetesen ilyenkor a test kap egy kezddsebességet. A keresett gorbe ekkor egy teljes ciklois. A vizs-
galt feladatbol egy érdekes és elsore paradox tényre kovetkeztetnek a szerzok: bizonyos esetekben ugyanolyan
tizemanyagfogyasztas mellett hamarabb eljuthatunk egyik pontbol a masikba egy fel-le hullamzo utvonalon,
mintha végig egyenes ton haladnank.
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A 18. szazadban Leonhard EULER ¢s Joseph Louis LAGRANGE voltak a variacioszamitas mesterei,
EULERt61 szarmazik a variacioszamitas elnevezés is egy 1764/66-ban megjelent munkajabol. A variacidsza-
mitas legegyszeriibb feladata az un. LAGRANGE-feladat, ahol a kérdés az

I(y) = f f(x,y,y)dx

funkcional minimalizalasa az y(x,) = y, és y(x;) = y; peremfeltételek mellett. Itt a széls6érték 1étezésének
kérdése egy masodrendii differencialegyenletre, az un. EULER-LAGRANGE differencialegyenletre vezet.

A variacidszamitas 19. szazadi torténetérdl jo attekintést ad Andrej Nyikolajevics KOLMOGOROV
¢és Adolf Pavlovics JUSKEVICS kétete [13]. Itt olyan nevekkel talalkozunk, mint példaul Mihail Vasziljevics
OSZTROGRADSZKI1J, William Rowan HAMILTON, Carl Friedrich GAUSS, Adrien-Marie LEGENDRE,
Carl Gustav Jacob JACOBI, Karl WEIERSTRASS, David HILBERT ¢és masok. Megsziiletnek olyan klasszi-
kus eredmények és mddszerek, mint a LEGENDRE- ¢s a WEIERSTRASS-feltétel, a HAMILTON-elv, a HA-
MILTON-JACOBI-tétel vagy éppen a DU BOIS-REYMOND-lemma.

3. HAAR ALFRED VARIACIOSZAMITASI MUNKASSAGAROL

,»A variatioszamitas alaptételén — a mennyiben olyan problémakrol van szd, a melyekben az ismeretlen
fiiggvény csak egy valtozotol fiigg — a kdvetkezd, DU BOIS REYMOND-t61 eredé lemmat szokas érteni:
Ha u(x) folytonos fiiggvénye az x-nek az x; < x < x, intervallumban és ha

X2

f u(x)%dx =0

X1

mindazokra a {(x) fliggvényekre nézve, melyek intervallumunkban folytonosan differentialhatdk és az inter-
vallum hatarain eltlinnek, akkor u(x) = const.” — kezdi HAAR Alfréd az els6 1917-ben megjelent variacio-
szamitassal foglalkozé dolgozatat [3].

Ezen lemma segitségével konnyen levezethetd az EULER-LAGRANGE differencialegyenlet, és csak
azt kell feltételezni hozza, hogy a megoldas derivaltja folytonos fliggvény legyen. Viszont HAAR dolgozataig
azzal senki nem boldogult, hogy a kétvaltozods esetre anélkiil tudjon differencidlegyenletet felallitani, hogy ne
feltételezzek, hogy a keresett fiiggvénynek a masodik derivaltja is létezik. Jacques HADAMARD meg is mu-
tatta, hogy az elso variacio eltinésébdl még nem kdvetkezik a keresett fiiggvény masodik derivaltjanak 1éte-
zg€se.

HAAR igy folytatja dolgozatat: ,,Ezek utan elsé pillanatra lehetetlennek tiinik fel egy kettds integral
elso variatiojanak eltiinését tovabbi megszoritas nélkiil, differentidlegyenletek segélyével kifejezni; mas szoval
a megfeleld variatioprobléma megoldasara differentidlegyenleteket levezetni anélkiil, hogy e megoldas méso-
dik differentidlhanyadosanak 1étezését feltételezndk. Ennek daczara sikeriil egy ilyen differentialegyenlet le-
vezetése ¢s egy olyan tétel segélyével, mely mindenben analog a fent emlitett DU BOIS REYMOND-féle
tétellel s a mely a kétvaltozos fliiggvények elméletében ugyanazt a szerepet jatssza, mint amaz az egyvaltozos
fliggvények korében.”

A fenti dolgozataban jelenik meg (egyelore a kétvaltozos esetre) az a hires eredmény, amelyet HAAR-
lemmanak hivnak. A tétel az eredeti megfogalmazasaban a kovetkezoképpen szol:

Haar-lemma [3]: Ha u(x, y) és v(x,y) olyan fiiggvényei az x és y fiiggetlen valtozoknak, melyek egy megadott
T tartomany belsejében folytonosak, és ha

6
ﬂ u—+v— dxdy =0

W)

mindazokra a {(x,y) fiiggvényekre nézve, melyek e tartomadny hatdaran eltiinnek, belsejében pedig x és y sze-
rint folytonosan differentialhatok, akkor — barmely a T tartomany belsejében fekvé zart gorbét jelol G — a
kovetkezd integral:
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f (udy — vdx)
(@

értéke zérussal egyenld. Mas szoval a mondott feltételek mellett létezik egy oly w(x,y) fiiggvény, melynek elsé
differentialhanyadosai tartomanyunkban folytonosak s a mely kielégiti a

Jw

Jw
a——v(x:w; E—u(x:}’)

egyenleteket.

HAAR Alfréd a fenti dolgozatat németiil is megjelentette [4], majd a DU BOIS-REYMOND lemma-
nak egy masik altalanositasat is megadta [5]. Kiilon foglakozott eredményének a PLATEAU-problémaban
val6 alkalmazasaval [6]. A PLATEAU-probléma a variacidoszamitas azon nevezetes feladata, ahol meg kell
talalni egy olyan feliiletet minimalis felszinnel, amelyet egy adott gérbe vesz koriil a haromdimenzids térben.
Nevét a belga fizikusrol Joseph PLATEAUTrdI kapta, aki 1849-ben arra jott ra kisérleti iton, hogy a minimalis
feliiletet szappanos vizbe meritett a hatarokat jelenté drotvazzal kaphatjuk meg. Az 1930-as évek elején a
magyar szarmazasu, késébb Amerikaba kivandorolt RADO Tibor és téle fiiggetleniil az amerikai Jesse DO-
UGLAS bizonyitottak a minimalis feliilet 1étezését tetszOleges egyszerii hatarokhoz. DOUGLAS 1936-ban az
eredményeiért FIELDS-érmet kapott. RADO 1933-as dolgozataban részletesen ismerteti az addigi eredménye-
ket, st rogton mar a cikk els6 mondataban hivatkozza HAAR idevagd munkajat. HAAR Alfréd a lemmajat
hasznalta még regularis [7] és un. adjungalt variacioproblémak targyalasaban [8] is.

1929-ben HA ARt felkérték, hogy a hamburgi egyetemen eléadasokat tartson, ahol attekintette a vari-
acioszamitas terén elért sajat munkassagat, masok azokhoz csatlakozo vizsgalatait és a tovabbi lehetoségeket.
Az eléadas anyaga késdbb nyomtatasban is megjelent [9]. Erdekes elolvasni ehhez RIESZ Frigyes idevago
1929 juniusaban kelt leveleit is, amelyeket testvérének RIESZ Marcelnek irt, 1évén HAARral egyiitt utaztak
Hamburgba [17].

4. GERGELY JENO ES SOLYI ANTAL DOKTORI ERTEKEZESEI

Befejezésiil két doktori disszertaciot emeliink még ki. Az els6 GERGELY Jend kolozsvari matemati-
kus munkaja [2], amely HAAR vezetése alatt késziilt. 1921. november 12-én doktoralt vele az akkor mar
Szegeden miikddd egyetemen [12]. Munkajaban a kettds integralt variacioproblémaval foglalkozott valtozo
hatargorbével. A kézzel irt 20 oldalas doktori disszertacio elérhetd a Szegedi Tudomanyegyetem Klebelsberg
Konyvtaranak adatbazisaban. GERGELY Jend idevagd vizsgalatait késobb idegen nyelven is megjelentette.

A masik disszertacié szerzéje a fiatalon elhunyt SOLYI Antal. Ertekezésének targya a HAAR-féle
variacios lemma ¢és annak alkalmazasai. A dolgozat igen alaposan jarja koriil a témat, részletezve a kettonél
magasabb dimenziods eseteket is. Tobb eredményre ad 0j bizonyitast, koztiilk HAAR és GERGELY Jend ered-
ményeit is tovabb egyszerisiti. A disszertacidé a Mathematikai és Physikai Lapokban és kiilonlenyomatban is
megjelent [16].

5. HAAR ALFRED VARIACIOSZAMITASI JEGYZETE

Végezetiil, érdemes még szolnunk HAAR Alfrédnak a kézelmultban kdnyv formajaban megjelent va-
riacioszamitasi jegyzetérdl [11]. HAAR mar az 1910/11-es tanévben német nyelven tartott variacidoszamitasi
kurzust. Els6é dolgozatanak eredményeir6l 1916-ban eléadott a Magyar Tudomanyos Akadémia Matematikai
Osztalyan is. Kuridozum, hogy az 1928/29-es tanév Varidcidszamitds ciml kurzusanak jegyzete, egyetlen pél-
danyban, Szegeden fennmaradt BUKOVSZKY Ferenc lejegyzésének kdszonhetéen (HAAR halalakor a tanit-
vanyok nevében O biicsuztatta). 2019-ben ezt a jegyzetet jelentette meg Kolozsvaron az Abel Kiadé FI-
ALOWSKI Alice és VARGA Csaba gondozasaban. A kéziratot értelmezte, gépelte és az abrakat készitette:
BODIS Tamas. Uj, konnyen elérhetd forrassa valt igy ez a jegyzet olyan vizsgalatokhoz, amelyek feltarhatjak
a magyar matematika torténetének a variacidszamitashoz kotédo korai fejezeteit, kezdve azt VALY Gyulatol,
KONIG Gyulan és KURSCHAK Jozsefen keresztiil HAAR Alfréd munkassagaig.

TTK-2021 73



XIV. Tudomany- és Technikatérténeti konferencia

Irodalmi hivatkozasok

[10]

[11]

DEZSO Gabor — LAZAR Jozsef: Varidciészamitds a fizikiban és a technikdaban, Dacia Kényvkiado, Kolozsvar,
1988.

GERGELY Jend: Kettds integralu variatioproblémak valtozo hatargérbével. Doktori értekezés,

1921. http://doktori.bibl.u-szeged.hu/id/eprint/9157/1/doktori_1945 gergely jeno.pdf

HAAR Alfréd: A kettds integralok variaciojarol, Mat. Term. Ert., 1917 35, 1-19.

HAAR, Alfréd: Uber die Variation der Doppelintegrale, J. f. Math., 1919, 149, 1-18.

HAAR, Alfréd: Uber eine Verallgemienerung des Du Bois-Reymond’schen Lemmas, Acta Sci. Math. 1922, 1,
33-38.

HAAR, Alfréd: Uber das Plateausche Problem, Math. Ann., 1926, 97, 124-158.

HAAR, Alfréd: Uber regulire Variationsprobleme, Acta Sci. Math. 1927, 3, 224-234.

HAAR, Alfréd: Uber adjungierte Variationsprobleme und adjungierte Extremalflichen, Math. Ann., 1928, 100,
481-502.

HAAR, Alfréd: Zur Variationsrechnung. Drei Vortrage gehalten am Mathematischen Seminar der Hambur-
gischen Universitit (23-25. Juli 1929), Abhandlungen aus dem Mathematischen Seminar der Hamburgischen
Universitdt, 1930, 8 1-27.

HAAR Alfréd Gsszegyiijtott munkdi: Sajté ala rendezte: SZOKEFALVI-NAGY Béla, Akadémiai Kiadé, Buda-
pest, 1959.

HAAR Alfréd: Varidciészamitas. Egyetemi jegyzet. HAAR Alfréd egyetemi nyilvanos rendes tanar el6adasai
nyoman kézirassal jegyezte BUKOVSZKY Ferenc tanarjelolt. Szegedi Tudomanyegyetem 1928/29-es tanév.
Szerkesztette FIALOWSKI Alice és VARGA Csaba. A kéziratot értelmezte, gépelte és az abrakat készitette BO-
DIS Tamas. Abel Kiad6. Kolozsvar—Pécs, 2019.

KASA Zoltan: Negyven éve hunyt el Gergely Jené matematikus, Historia Scientiarum, 2014, 12.
http://epa.oszk.hu/03000/03051/00012/pdf/EPA03051 historia_scientarium 2014 12 14-24.pdf
KOLMOGOROV, AN. - YUSHKEVICH, A. P. (Ed.): Mathematics of the 19th Century. Vol. 3., Birkhauser,
Basel, 1998. 197-254.

LAVRENTYEV, M. A. - LJUSZTYERNYIK, L. A.: Varidciészamitas, Akadémiai Kiado, Budapest, 1953.
LOW Immanuel: Kétszdiz beszéd 11, Szeged, Zsido Hitkozség, 1939, 248-249.

SOLYI Antal: A HAAR-féle variacios lemma és alkalmazasai, Mat.—Fiz. Lapok, 1941 48, 285-311. http://real-
j-mtak.hu/7297/1/MTA_MatematikaiEsPhysikaiLapok 48.pdf

SZABO Péter Gabor: 4 matematikus RIESZ testvérek. Valogatis RIESZ Frigyes és RIESZ Marcel levelezésébdl.
Magyar Tudomanytorténeti Intézet, Budapest, 2010.

SZABO Péter Gabor: HAAR Alfréd fényképei, MATLAP. (megjelenés alatt)

VARGA Ferencné-SZABO Péter Gabor: Elmélkedések egy NEUMANN-HAAR-levél tiriigyén. Polygon. 2018,
XXV. évf, 1. szam, 1-12.

VARGA Antal: 75 éve halt meg HAAR Alfréd, Polygon, 2008, XVIL. évf., 1-2. sz., 1-10.

74

EMT



