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ABSTRACT

In my paper, I examine how Archimedes 'parabola quadrature and Newton’s method of derivation apply
infinitesimals, and what has become the destiny of these concepts in the history of analysis.
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KIVONAT

irasomban azt vizsgalom, hogy Archimédesz parabola quadraturaja és Newton derivalasi modszere
hogyan alkalmazza az infinitézimalisokat, és mi lett ezen fogalmak sorsa az analizis torténetében.

Kulcsszavak: infinitézimalisok, az analizis megsziletése

1. BEVEZETES

A digkok szaméra az analizis nehezen értheté matematika tantargy. Ugy gondolom, ebben nagy
szeree lehet azoknak az eltitkolt mddszereknek, amelyek kisérték e tudomanyag torténetét. Milyen titkok
fokozzak a didkok bizonytalansag érzetét? Mi a szerepe a végtelen Kicsi menyiségeknek, vagyis az
infinitézimalisoknak az analizis torténetében? Archimédesz szerint infinitézimalisok nem léteznek.
Miért lehetett mégis hasznalni azokat fontos problémak megoldasara? Milyen matematikai megoldasok
szillettek az ellentmondds megsziintetésére? A szigorlan megalapozott analizis elveszitette
szemléletességét. Visszaszerezhet6-e az oktatdsban az analizis szemléletessége?

2. ARCHIMEDESZ: PALIMPSEST

Az antik gbrog matematikaban két fejlédési utat megfigyelhetiink. Az egyik a geometria, és ezen
keresztiil az egész matematika axiomatikus felépitése, amely els6, kikristalyosodott formajat mar
Euklidész Elemek cimil miivében elérte. A masik ut a problémaék heurisztikus megoldasa. Ezek az
eljardsok matematikailag nem voltak korrekt médon megfogalmazva, de tehetséges matematikusok
kitiin6en alkalmaztak azokat, és pontos eredményeket értek el altala.

Euklidesz 9. axiomaja kimondja, hogy a rész kisebb, mint az egész. Ez az allitas 1ényegében kizarta
a végtelennel valéfoglalkozast a matematikai kutatasok kdézll. Hiszen Cantor éppen igy definiélta a
végtelen halmazt: van 6nmagéaval ekvivalens valddi részhalmaza.

Archimédesz fogalmazta meg a kés6bb rdla elnevezett axiomat: barmely kicsi (pozitiv valos)
szdmot ha elegendd sokszor Osszeadunk tetszéleges elére adott szamnal nagyobb szdmot kaphatunk.
Ezzel megallapitotta, hogy a szamok kdzott nincsenek infinitézimalisok, vagyis nincs olyan végtelentil
kicsi szam, amelyekbdl végtelen sokat 6sszeadva véges szamot kapunk.

Mindezek ellenére Archimédesz az emel6elvre és az infinitézimalisokra alapozva hatarozta meg
példaul a kupszelet tertiletét, majd az igy kapott érték helyességét euklideszi modszerekkel bizonyitotta.
Bizonyitasra a ,kimerités” modszerét alkalmazta, ez olvashatd volt kéziratos sokszorositashan mar az
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Okorban, és nyomtatasban az 1897-ben megjelent dsszegylijtott miiveiben, The Works of Archimedes,
https://www.aproged.pt/biblioteca/worksofarchimede.pdf .

De hogyan jutott el az eredményhez, amit bebizonyitott? Megirta ezt is a Mdodszerr6l cimi
muvében, amit valdsziniileg nem akart nyilvanossagra hozni. De fennmaradt és ma is olvashat6. A
papirusz, amelyen a Madszer megtalalhatd 6 masik irdsaval egyitt, 975-ben irodott. 1229-ben egy gorog
szerzetes lekaparta a szerinte értéktelen szoveget és imadsagokat irt ra. Az 1840-es években egy német
tudos a tdbbi gorog egyhazi irat kozott megnézte, és észrevette az eredeti matematikai széveget. 1906-
ban  tobb  kutatd  egyiittmiikodésével  sikeriilt megfejteni a  szovegek  tartalmat.
http://collegequarterly.ca/2013-vol16-num02-spring/vallianatos.html. A torténet 2006-ban fejez6dott
be, amikor rétgensugarak segitségével a kézirat minden elemét feltartak.

H

Archimédsz abraja, amely azt mutatja,
hogy a parabolaszelet teriilete hogyan ,,mérheté meg” mérleggel, azaz egy egykari emelével.

A matematikai és fizikai elveken alapuld teljes levezetés olvashatd egy interaktiv diasorozatban.
Archimedes Mechanical Method with Indivisibles, The Method, Prop. 1© by Henry Mendell (Cal. State U.,
L.A.) https://web.calstatela.edu/faculty/hmendel/Ancient%20Mathematics/Archimedes/Archimedes%20Method/Propl/ArchMethodPropl.html
A heurisztikus ut buvopatakként szelte at az évezredek matematikatorténetét. Sokszor eldkertiltek
infinitézimalisokra alapozott, kisebb jelentéségii eredmények. Es elékeriilt Archimédesz médszerekrél
sz6l6 munkaja is, 1906-ban sikeriilt a kutatoknak elolvasniuk. Igy ennek az irasnak nem volt
bizonyithat6 hatdsa a matematika fejlodésére, utdélag meglepetten vizsgalhatjuk annak tartalmat.

3. NEWTON: PRINCIPIA

Newton matematikai irdsai matematikatorténészek szerint az eszkdzok barokkos gazdagsagat
tartalmazza. Newton's Toolbox, By Paolo Mancosu, 2009, https:/Aww.americanscientist.org/article/newtons-
toolbox. Két matematikai kézirata olyan elismert volt, hogy 26 évesen, 1669-ben professzori kinevezést kapott.
De Analysi per Aequationes Numeri Terminorum Infinitas (1711), De methodis serierum et fluxionum (1671,
1736). Nyomtatasban csak joval megirasuk utan jelentek meg. Ennek tobb oka is volt. Egyrészt a kiadashoz
maganak a szerzének kellett el6re megszereznie a sziikséges szamil megrendel6t. Masrészt, ami nem fliggetlen
az el6z6 oktol, Newton nem volt elégedett azzal, ahogyan 6 az infinitézimalisokat kezelte. A nagy
természetfilozofiai miivében Philosophiae Naturalis Principia Mathematica az altala alkalmazott derivalasi
eljarés a maga tisztasagaban latszik. Maskor Newton korllirdsokkal probalta érzékeltetni azt a fogalmat, amit
most hatarértékként értelmeziink. “Az utolsé hanyadosok, amelyekben a mennyiségek eltiinnek, pontosan
szblva, nem az utolsd mennyiségek hanyadosai, hanem hatarok, amelyek felé ezen mennyiségek hanyadosai
hatéartalanul kdzelednek és amelyeket bar minden adott kilonbségnél jobban megkozelitenek, mégsem
haladnak tal, sem el nem érnek, amig a mennyiségek nem csokkennek a végtelenségig.” - idézi Sain Marton,
Nincs  kirdlyi  at, https:/tudasbazis.sulinet.hu/hu/matematika/matematika/nincs-kiralyi-ut/az-analizis-
fejlodesenek-tortenete/a-matematikai-analizis . Modern atirasban:
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A logikai tisztazatlansagot Berkeley plspok, filozéfus, jol képzett matematikus is észrevette és
kigunyolta. A matematikai tisztasag megkdvetelése mogott ideologiai-politikai célok is voltak. Berkeley azzal
érvelt, hogy a vallas és a matematika tudomanyos megalapozottsaga egyforman bizonytalan, mas
megkdzelitésben egyforman biztos. Gondolatait a The Analyst cimii miivében is Kifejtette. Magyarul
olvashat6 Farag6 Szabd Istvan bevezetésével, hitp:/members.iif.hu/visontay/ponticulus/rovatok/limes/analizalol.html

A Principia elsé kiadéasa - a szakérték feltételezése szerint - 250 és 400 kozotti példanyszamban
késziilhetett. Egyik példanyat a marosvasarhelyi Bolyai Téka 6rzi. Megjelenésének 200. évforduldjat a
Természettudomanyi Kozlony Heller Agost részletes tanulmanyaval Ginnepelte.

Erdekes modon Leibniz, aki Newtonnal egyidében és tSle fiiggetleniil felfedezte az integral és
differencialszamitast, mikdzben hasznalta az infinitézimalisokat, azt allitotta, hogy az infinitézimalisok
nem léteznek, de jél hasznalhat6 eszkdzok a szamitasokban. Leibniz Varigonhoz 1702-ben irt levelébdl
idézte George MacDonald Ross. http://lexicon.cnr.it/index.php/DDL/article/view/46/29

4. MEGOLDASOK AZ INFINITEZIMALISOK PROBLEMAJARA

A hatarérték fogalom megalkotdsdhoz hossza ut vezetett. Az érintd szemléletes fogalma régota
ismert volt, ennek definialasa meriilt f61 elészor problémakét. Az 6korban és sokaig azutan a kor és a
kupszeletek érint6jét definidltak. Fermat a szelokon keresztiil jutott el az érintd altalanosabb
fogalmahoz. Descartes Ugy gondolta "And | dare say that this is not only the most useful and most
general problem in geometry that I know, but even that I have ever desired to know* (Merem mondani,
hogy ez a geometria legfontosabb problémaja, és szamomra is ez a legfontosabb) idézi Lectures in the
History of Mathematics cimii konyvében H. J. M. Bos. Végul a definicié nem a geometridban, hanem
az analizisben szlletett meg a X1X. szazadban. Cauchy fogalmazta meg a hatarérték fogalomra épitve.
Bolzano, Cauchy, Weierstrass dolgoztk ki a hatarérték epszilon-delta definici¢jat. A gorbék algebrai
egyenleteinek megadasébol (és a mozgas leirasara alkalmas grafokbol) fejlédott ki a modern
fliggvényfogalom Euler, Fourier, Cauchy, Lobachevsky, Dirichlet, Dedekind, Hardy munkéaja nyoman.
Az analizis axiomatikus megalapozéasahoz szlikséges volt még a valds szdmhalmaz axiomatikus leirasa
és a halmazelmélet bizonyos elemeinek felhasznéldsa. (Az analizis axiomatikus megalapozésa lehetévé
tette szemléletes fogalmak matematikai definialasat. Ennek egyik érdekes példaja az intervallumon vald
folytonossag, ami igényli a pontbeli folytonossag fogalmat. igy a modern fiiggvényfogalom, amelynek
hatterében a tetsz6leges hozzarendelés all és a pontbeli folytonosség definicidja alapjan létezik olyan,
minden val6s szdmon értelmezett fliggvény, amely csak egyetlen pontban folytonos.)

Az infinitézimalisok okozta problémak kikiiszobolésenek masik lehetséges mddja a rajuk épitett
axioma rendszer, amelyet Abraham Robinson dolgozott ki az 1960-as években (Csirmaz, 1999).

5. KONKLUzZIO

A szemléletesség és a matematikai szigorsag harmoniajanak megvalosithatésaga nehéz feladatnak
tlinik, de nem megoldhatatlan. Ugyanazokat a problémakat felvethetjiik a diakoknak is, amelyek
elvezettek az integral- és differencial szamitashoz. A mindennapi élet széls6érték kérdései, alakzatok
teruletének 6sszehasonlitasa, valamint a fuggvények menetének és az adott pontbeli érinté meredeksége
kapcsolatanak megfigyelése jol motivalhatja a didkokat a matematikai hattér megismerésére.
Megfigyeléseket és kisérleteket végezhetnek modern informatikai eszkozok segitségével. Ugy
gondoljuk, hogy kezdék szamara a torténeti kérdések nagyon hasznosak, és a valaszokat a modern
tudomanyban érdemes keresni.

IRODALOM

1. CSIRMAZ Lészl6, 1999: Nemsztenderd Analizis, TypoTeX Kiadd, Budapest,
http://mek.oszk.hu/05100/05182/05182.pdf

2. DAVIS, Philip J. HERSH, Reuben 1984: A matematika élménye, Miiszaki Konyvkiadé, 459 o. Budapest.

3. SAIN Marton, 1986, Nincs kiralyi Gt!, Gondolat Kiadd, Budapest https://mek.oszk.hu/05000/05052/pdf/

87





