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Abstract

1 endeavour to briefly summarize my research on Bolyai and the embeddability of the hyperbolic plane into
Euclidean spaces; however, interested readers can find a more detailed discussion in my latest books: Bolyai
Summary and A Youth Book on the Bolyais.(Robert Olah-Gal: Bolyai-sommdzat [Bolyai Summary], Pro-Print
Publishing, Miercurea Ciuc, 2021, p. 350, ISBN 978-606-556-146-5. and Robert Olah-Gal: Gyerekeknek a
Bolyaiakrol [About the Bolyais for Children], Pro-Print Publishing, Miercurea Ciuc, 2022, p. 80, ISBN 978-
606-556-162-5.) For those who are more interested in the mathematical work of the Bolyais, I recommend the
book I co-authored with my colleague Jozsef Sandor: Selections from the Mathematical Manuscripts of the
Bolyais.(Robert Olah-Gal — Jozsef Sandor: Szemelvények a Bolyaiak matematikai kézirataibol [Selections
from the Mathematical Manuscripts of the Bolyais], Pro-Print Publishing, Miercurea Ciuc, 2022, p. 129, ISBN
978-606-556-149-6.)
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Kivonat

Bolyai-kutatasaimat és a hiperbolikus sik beagyazhatosagat az euklideszi terekbe témat igyekszem réviden
osszefoglalni, de bévebb kifejtését az érdeklédd olvasok megtalalhatiak legujabb konyveimben: Bolyai-
sommazat, Ifjiisagi konyv a BolyaiakroF. Akiket a Bolyaiak matematikai munkdssdga érdekli inkabb, azoknak
ajanlom Sandor Jozsef kollégammal irott konyviinket: Szemelvények a Bolyaiak matematikai kézirataibol.

Kulesszavak: Bolyai-kutatas, hiperbolikus sik, euklideszi tér, beagyazhatosag

1. TEVHITEK BOLYAI FARKASROL

Néhany dolog Bolyai Farkasrol, melyet pontositani kell. Az apja id. Bolyai Gaspar szerette volna, ha fia
a Selmecbanyai Erdészeti Foiskolara iratkozik be, mert akkoriban a Dél-Erdélyben miikddé aranybanyak jo
megélhetést biztositottak volna a fia szamara. Bolyai Farkas rokona, bar6 Radak Ferenc, talan hajlando lett
volna fizetni Bolyai Farkas tanittatdsat a Bécsi Hadmérnoki Akadémian.

A Bolyaiakrdl kering6 téves informaciokhoz tartozik az a tény is, hogy Bolyai Farkas azért nem nyerte
el az 1820. januar 30-a4n az Erdélyi Gubernium altal kiirt az erdélyi kamarai erdok fofeliigyeldje tisztséget,
mert reformatus vallasu volt! Egyszerien azért nem nyerhette el Bolyai Farkas Erdély féerdészi hivatalat, mert
az akkori osztrak birodalomban (akarcsak a mai Eurdépai Unidban) volt egy olyan rendelet, hogy erdékeriild,

I A szegedi Bolyai-emlékiilésen, a Bolyai Intézetben elhangzott el6adas (A hivatkozott esemény pontos idépontja:
2023. november 3. kezdési idépont: 11:00 ora, helyszin: SZTE Bolyai Intézet, Bolyai-terem, Szeged.) irott valtozata.
https://tab.mta.hu/szegedi-teruleti-bizottsag/esemenyek/2023/bolyai-emlekules-semmibol-egy-ujj-mas-vilagot-teremtet-
tem-bolyai-janos-1823-november-3

2014h-Gal Robert: Gyerekeknek a Bolyaiakrol, Pro-Print Konyvkiado, Csikszereda, 2022. p.80., ISBN 978-606-556-
162-5.

Olah-Gal Robert: Bolyai-sommdzat, Pro-Print Konyvkiado, Csikszereda, 2021. p.350., ISBN 978-606-556-146-5.
3014h-Gél Robert — Sandor Jozsef: Szemelvények a Bolyaiak matematikai kézirataibol, Pro-Print Konyvkiado, Csiksze-
reda, 2022. p.129., ISBN 978-606-556-149-6.
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¢és barmilyen erdészi hivatalt csak szakképesitett (okirattal rendelkezd) szakember lathatja el. Ilyen okirattal
Bolyai Farkas nem rendelkezett. Ez a tény azért fontos a Bolyai-kutatas szempontjab6l, mert 1816-ra Bolyai
Farkas felfogasaban, Janos fia jovojét illetdleg egy palfordulas tortént. Ugyanis, akkoriban tértek at a rénes
forintrél a magyar forintra, és ez nagy pénzromlast eredményezett. Bolyai Farkas igy mar nem akarta fiat
Gottingenbe kiildeni, mert Ugy gondolkodott, ha fiabol Gottingenben egy kivald matematikus is lesz,
Erdélyben legfeljebb egy protestans kollégiumban lehet professzor, tehat a sajat rosszul fizetett professzori
allasa a legtobb, amit elérhet. De ha elvégzi a Bécsi Katonai Akadémiat, és mérnoktiszt (netan ezredes, vagy
tanar lesz a Bécsi Katonai Akadémian), akkor az 6 professzori fizetésének akar a hiiszszorosat is megkaphatja.
Lasd bdvebben: https://e-nepujsag.ro/articles/a-bolyai-kutatas-mellektermeke-az-erdelyi-erdeszettoertenet-
oengyszeme

Tehat at kell értékeljiik azt a rogeszmét, hogy Bolyai Farkas azért nem kiildte a fidt Gausshoz, mert nem
valaszolt naiv hangvételli levelére. Ez is igaz, de 10 évre Bolyai Farkas ezen kérésére a nehéz anyagiak miatt
dontott ugy, hogy fiabdl inkabb katonat csinal, mert azokat fizeti meg a legjobban az osztrak birodalom.
(Maskiilonben id. Boroczky Karoly geométerprofesszortdl hallottam azt a nagyszerli véleményt, hogy ezer
szerencse, hogy Bolyai Janos nem keriilt Gauss keze ala, mert Gauss Bolyai Janosbol nevelhetett volna egy
nagyszeri ~szamelmélészt”, de biztos, hogy Gauss mellett Bolyai Janos nem alkotta volna meg a nemeuklideszi
geometriat!)

A bolyai Bolyai csalad 0si magyar csalad (levéltarilag visszavezethetd 1296-ig), sajnos a torténelem
vihara elbant veliik, nem lettek arisztokratak, de mindenképpen a torténelmi csaladok kozott kell szamon
tartani. Sikeriilt megrajzolnom a Bolyai-csaladfat, sét a Bolyai utodokat is sikertilt tisztdznom.

A Bolyaiak mar a XVIII. szazadban panaszkodnak, hogy nagyon nehéz a soruk az 0si sziil6foldon.
Akkor Dél-Erdélyben mar tobbségében romanok éltek, a foldbirtokosok mind magyarok, a foldet
megmunkalok pedig romanok. Es ez a feudalis vildgban, a kapitalizmus hajnalan ériasi konfliktusokhoz
vezetett. Bolyai Farkas nagyapjat, Bolyai Gabort a felbdsziilt jobbagyai meglincselték. Bolyai Farkas is
menekiilt Bolyabol, és egész életében azon kesergett, hogy nem szeretne az ,,utalatos Bolyaba” koltozni.

Bolyai Farkasnak és Kordsi Csoma Sandornak nagyon sok kozds tanara volt a hires nagyenyedi Refor-
matus Kollégiumban. Téliik, Herepei Adamtol, Herepei Janost6l, Nemegyei Janostél kézirati hagyaték a
Bolyai Farkas hagyatékéaban is fennmaradt*.

Bolyai Farkas és a magyargyerémonostori Kemény Simon baré csaladja kdzotti kapcesolat is sok érdekes
dologra fényt derit: Bolyai Farkasnak azért kellett még egy évet Gottingenben maradnia, miutan a mentora és
szponzora bar¢ ifj. Kemény Simon elhagyta Gottingent, mert id. baré Kemény Simon agyhoz kotott beteg lett,
és igy senki masnak nem volt joga készpénz felett rendelkezni. Miutan elhunyt idés baré Kemény Simon als6-
fehér varmegye és Kolozsvar féispanja, fia ifj. bar6 Kemény Simon szinte mar masnap megkiildte Bolyai
Farkasnak a hitelre felvett tartozasat, igy Bolyai Farkas az apostolok lovén hazaindulhatott Géttingenbdl’.

2. TISZTAZOTT KERDESEK BOLYAI JANOS ELETET ILLETOEN

Bolyai Farkas nemcsak azért nem kiildte fiat Gottingenbe, mert Gauss nem valaszolt ez iranyu
felkérésre, hanem azért is, mert az 6 felfogasaban is egy palfordulas tortént, és ugy latta a Bolyai-csalad anyagi
felemelkedésének biztositasat, ha Janos fiabol hadmérndk, vagy legalabbis katonatiszt lesz. A bécsi katonai
akadémia abban az idében az Osztrak Monarchia elitképzdje volt, talan ott tanitottak a legmagasabb szinten
az egész monarchidban. Nagyon sokba keriilt Bolyai Janos tanittatasa (kdzel 8000 rénes forintba, amely egy
erdélyi varosban egy jo kéhaz ara volt).

Bolyai Janos megalkotta a Tér Tudomanyat, és szeretjiilk Gauss nyakaba varrni, hogy nem hivta fel a
tudomanyos vildg figyelmét Bolyai Janos matematikai teljesitményére. Am a kép itt is sokkal arnyaltabb. At
kell értékeljiik Gauss szerepét, mert az apja, Bolyai Farkas is nagyon cstinya szavakat irt a fiarol Gaussnak,
még 1834-ban is. Janost halatlannak és Oriiltnek nevezi. Sajnos az apa ¢és fia kozott a megromlott kapcsolatnak
anyagi oldala volt, Bolyai Janos anyagi 6rokségén vesztek 0ssze, és Bolyai Farkas a fiat is be akarta perelni
azzal a vaddal, hogy a Domaldon val6é gazdalkodas altal megkarositotta! Bolyai Janos nem ¢élt 12 évet
Domaldon, hanem csak maximum 6 évet, a tobbit Marosvasarhelyen t6ltotte. Bolyai Janos jo gazda volt
Domaldon, csak éppen, nem az apja kivansaga szerint gazdalkodott, hanem a sajat belatasa szerint.

40lah-Gal Robert: A Bolyaiak a mindennapok sodrdsdban, Pro-Print Koényvkiado, Csikszereda, 2016. , ISBN 978-606-
556-088-8
50lah-Gal Robert: X-ek a Bolyaiak életében, Vilaghirnév Kiadd, Kolozsvar, 2013, ISBN 978-606-93239-6-0.
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Bolyai Janos matematikai kutatasait mindvégig az eredetiség és 1ényegre torés jellemezte. Téves az a
rola kialakitott kép, hogy a Tér Tudomanya megalkotdsa utan abbahagyta volna a matematikai kutatasait. Ma
mar gyermekeirdl is pontosan tudjuk, mikor sziilettek, kik voltak. Harom gyermeke viselte a Bolyai nevet, de
a feleségének a hazassaguk alatt sziiletett egy negyedik gyermeke is Klara Eliza.

Bolyai Janos nagyon szerette Marosvasarhelyt és egy helyen még sziilovarosanak is nevezte, noha
tudjuk, hogy Kolozsvaron sziiletett. Marosvasarhely és Bolyai Janos kapcsolata is arnyaltabb, mint ahogy
eddig ismertiik. Tudjuk, hogy hol lakott, és kikkel baratkozott Marosvasarhelyen nyugdijas évei alatt.

Végiil Bolyai Janos szolgaléirél és orvosairél sok részletet tudhatunk.® Mert 6k voltak a legkozelebbi
kapcsolatban legnagyobb matematikusunkkal. Kar, hogy tolik nem gy{ijtéttek be vallomasokat,
visszaemlékezéseket. Az idoben még nem volt ismert az ,,oral history”, és a feudalis vilagban az sem volt
elfogadott, hogy a szolga vagy szolgalo vallomast tegyen az urardl.

Erdekes Bolyai Janos Petdfi Sandort megidéz6 gondolata, és az a tény, hogy Pet6fi Sandor utolsonak
ismert estélyén, Bolyai Janos sogornéje, Bolyai Gergelyné is énekelt.”

»1849. julius 30-dn érkezett Bem tabornok kis taboraval Székelykereszturra, s édesapamhoz a tisztek
koziil tobben szalltak be, kozottiik Zeyk Domokos is [...] Estefelé hire szaladt, hogy Petofi is megérkezett, s
fenn van a piactéren. Ezen hirre édesapam rogton felsietett a piacra, s ott a Novik Antal kereskedése eldtt
mdsokkal egyiitt beszélgetve megtaldlta Petdfit, kit meghivott vacsordra: bivalytejes és tirés puliszkdira. O a
meghivast szivesen és 6rommel fogadta el.

Nyolc orakkor mar javaban folyt a vacsora, melyen tébben vettek részt, igy a polgari elembdl a kivégzett
Galfy Mihaly is, a Makk-féle 6sszeeskiivés egyik fovadlottia. Vacsora utan, mely igen jo hangulatban folyt le,
kimentek a kertbe, s ott letelepedve a padokra igen vidam tarsalgas kozt csakhamar énekre gyujtottak (Bolyai
Gergelyné® rokonom és testvérem, Roza igen kellemes, szép hanggal rendelkeztek), A viragnak megtiltani nem
lehet... cimii dallal nyitva meg. llyen hangulatban maradt a tarsasdag 12 ordig. 12 orakor mindenki tavozott
szallasara.” (Varga Zsigmond levele Gyarfas Endre foldbirtokosnak)

3. A HIPERBOLIKUS SIK BEAGYAZHATOSAGA

Ezt a témat az a kérdés teszi érdekessé, hogy hol valdsul meg a Bolyai—Lobacsevszkij-féle sikgeometria?
Es nagyon lehangolé a pontos matematikai valaszunk, mert a 3-dimenzis térben sehol! Ugyanis David
Hilbertnek van egy nagy tétele, mely kimondja, hogy a hiperbolikus sikot (vagy a Bolyai—Lobacsevszkij-féle
sikot), a maga teljességében nem lehet beagyazni a 3-dimenzios térbe.

Konstruktiv médon csak a 6-dimenzids euklideszi térben lehet beagyazni. Es ez a beagyazas is C
végtelen osztaly, de nem analitikus. Konstruktiv analitikus beagyazasa a hiperbolikus siknak valamilyen
véges dimenzidju euklideszi térbe a mai napig nem ismert! Ennek ismeretelméleti, filozofiai hatterét elég sok
tanulmanyomban, konyvemben kifejtettem, talan az érdekl6do olvasdknak a legkdnnyebben elérheto:

http://www kaleidoscopehistory.hu/index.php?subpage=cikk&cikkid=805

Bolyai-sommdazat c. kdnyvemben is boven kifejtem ezt a témakort.

Roviden osszefoglalva az a 1ényeg, hogy a pszeudoszféran csak lokalisan (nagyon kis kdrnyezetben)
valosul meg a Bolyai-geometria, de a Bolyai-egyeneseket sem lehet szemléltetni, mert a pszeudoszféran a
Bolyai-egyenesek feltekerednek a konuszos részre és 6nmagukat metszik. Marpedig a Bolyai—Lobacsevszkij-
féle sikgeometriaban is két egyenes csak egy pontban metszi egymast. A Bolyai-geometria a maga
teljességében, természetes modon nem valosul meg, csak 3-nal magasabb dimenzids terekben.[1]
Természetesen ez egy fizikai, filozofiai kategoria, hogy mit jelent az, hogy nem valdsul meg. Erre adok egy
szemléletes magyarazatot, a 3-dimenzios térben nem lehet egy olyan szerkentytit, , kiityiit”, modellt megadni,
amelyen teljes egészében megvalosulna a Bolyai-geometria. Az alabbi abrakon (lasd 1-3. abrakat) bemutatjuk
a pszeudoszférat, vagy a Dini-felilletet, melyen lokalisan megvalésul a Bolyai—Lobacsevszkij-féle
sikgeometria, de 1athato, hogy a pszeudoszféran a geodetikusok, vagyis a Bolyai-egyenesek felcsavarodnak a
pszeudoszférara, holott a Bolyai-geometriaban is két egyenes csak egy pontban kell, hogy metssze egymast.

0lah-Gal Robert: A Bolyaiak a mindennapok sodrdsdaban. (Erdekességek a két Bolyairl), Pro-Print Kényvkiado,
Csikszereda, 2016. p.163., ISBN 978-606-556-088-8, Olah-Gal Robert: X-ek a Bolyaiak életében, Vilaghirnév Kiado,
Kolozsvar, 2013, ISBN 978-606-93239-6-0.

7 Olah-Gal Robert: Pet6fi utolsé vacsoraja, Népujsag, 2017-08-11., vagy: https://www.e-nepujsag.ro/articles/petofi-
utolso-vacsoraja.

8 Bolyai Gergelyné sziiletett Beretzky Karolina.
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1. abra: Geodetikus (vagyis Bolyai-egyenes) a pszeudoszféran [2]

De ennél stlyosabb gondok is vannak a pszeudoszféraval. (Példaul a teljes felszine véges, pedig a
Bolyai-sik is végtelen.) Es ugyanez a helyzet az 6sszes 3-dimenzidban 1étezd konstans negativ gérbiiletii
feliilettel. Es David Hilbert bebizonyitotta [5], hogy a 3-dimenzids térben nincs olyan konstans negativ
gorbiiletl teljes feliilet, amelyen a teljes Bolyai-geometria megvalosulna. Mi a helyzet akkor a Poincaré-, vagy
a Cayley—Klein-modellel és a tobbi logikai modellel? Ezek logikai modellek, nagyon jok szemléltetésre, a
dolgok megértésére, de nem jok technikai alkalmazasokra. Ezek a logikai modellek foleg arra szolgalnak, hogy
a Bolyai—Lobacsevszkij-féle geometria ellentmondas-mentességét igazoljak.

2. abra: Dini-feliilete, konstans negativ gorbiiletii feliilet
(lokalisan érvényesiil rajta a Bolyai-geometria)

3. abra: Geodetikus haromszog a pszeudoszféran.
A haromszog szogeinek osszege kisebb mint 180 fok
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4. abra: A Bolyai-sik egy tartomanyanak beagyazasa a 4-dimenzios euklideszi térbe,
és annak paralel projekcioja a 3-dimenzios térbe. A szerzo megvalositasa [4]

Szoval nincs olyan felillet a 3-dimenzids térben, amelyen a Bolyai—Lobacsevszkij-féle sikgeometria a
maga teljességében €s a maga szépségében megvalosulna! Ezt a tényt sajnos a legtobb Bolyai-geometriarol
sz016 eldadas, tanulmany kihagyja. Pedig ez az oka annak, hogy a 3-dimenios térben nincs olyan szerkentyt,
amely a Bolyai-geometria alapjan miikddik. Természetesen a matematikaban, a specialis relativitaselméletben
vannak a Bolyai-geometrianak alkalmazasai (lasd Abraham A. Ungar kutatasait, aki a North Dakota State
University professzora, és uttoré munkat végzett abban, hogy hidat képezzen a Bolyai—Lobacsevszkij-féle
hiperbolikus geometria és Einstein specialis relativitaselmélete kozott. A kutatas lényege a ,,Gyro-algebra”.
Einstein 1905-6s specidlis relativitaselméletében a sebességek Osszeadasa nem a megszokott klasszikus
euklideszi 6sszeadas szerint mikodik (pl. két fénykozeli sebesség nem adodik 6ssze siman (v; + v2)-ként, mert
a fénysebességet nem lehet tillépni). Az einsteini sebesség-Osszeadas matematikailag sem nem kommutativ,
sem nem asszociativ.

Sokaig ugy tekintettek erre a miiveletre, mint ami nem rendelkezik tiszta algebrai struktiraval. Abraham
Ungar az 1980-as évek végén fedezte fel, hogy ez a miivelet valojaban egy teljesen 1j, algebrai struktirat alkot,
amelyet 6 gyrocsoportnak és gyrovektortérnek nevezett el. A kutatasainak fobb pillérei ezen a teriileten:

1. A Bolyai-geometria algebrai nyelve: a klasszikus euklideszi geometridnak a megszokott vektorterek
jelentik az algebrai hatterét. Ungar megmutatta, hogy a Bolyai—Lobacsevszkij-féle hiperbolikus geometridnak
pontosan a gyro-vektorterek képezik a természetes algebrai alaptokéjét.

2. A Thomas-precesszio algebrai megfogalmazasa: a relativitaselméletben ismert fizikai jelenséget, a
,»Thomas-precessziot” (amely a relativisztikus sebességek egymasutanisagabol fakado forgast jelenti) Ungar
leforditotta egy tiszta algebrai operatorra, a gyraciora. Ezzel a fizikai hatassal magyarazhaté meg a
hiperbolikus geometria nem-asszociativ jellege.

3. Relativisztikus trigonometria és geometriai modellek: Ungar kidolgozta a gyro-trigonometriat,
amellyel a hiperbolikus haromszogek oldalait és szdgeit lehet szamolni relativisztikus keretek kozott, és
Osszekototte a Poincaré-féle korongmodellt, valamint a Beltrami—Klein-féle gombmodellt a relativisztikus
sebesség-térrel.

4. Kozmologiai ¢s fizikai alkalmazasok: munkaiban megmutatta, hogy a relativisztikus témegkozéppont
hiperbolikus geometriai modellezése 1j megvilagitasba helyezheti a galaxisok tagulasat, a csillagaszati
aberraciot, s6t még a soOtét anyag ¢és sOtét energia jelenségének matematikai értelmezését is. Ungar
legfontosabb szakkdnyvei a témaban:
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1. Beyond the Einstein Addition Law and Its Gyroscopic Thomas Precession, szerzd: Abraham A.
Ungar, Alcim: The Theory of Gyrogroups and Gyrovector Spaces, kiado6: Springer (korabban
Kluwer Academic Publishers), megjelenés éve: 2001, sorozat: Fundamental Theories of Physics
(117. kotet), terjedelem: 419 oldal.

2. Analytic Hyperbolic Geometry and Albert Einstein's Special Theory of Relativity, szerzo:
Abraham A. Ungar, kiad6: World Scientific Publishing Co. Megjelenés éve: 2008, terjedelem:
612 oldal.

3. Analytic Hyperbolic Geometry: Mathematical Foundations and Applications, szerz6: Abraham A.
Ungar, kiado: World Scientific Publishing Co., megjelenés éve: 2005., terjedelem: 444 oldal.

De hagyjuk el ezt a filozofiai okoskodast, és beszéljiink arrél, hogy Bolyai Janos axiomatikus targyalasa
meggy0Ozte a tudos vilagot arrdl, hogy a matematika logikai és nem empirikus tudomany. Bolyai Janos
felfedezése utan jelentek meg a tobbdimenzios sokasagok, az algebrai struktirak, az absztrakt algebra, a
variacioszamitas, sok matematikai fogalmat sikeriilt tisztazni, miutan rajottek, hogy a matematikdban nem
Iényeges a szemléletesség ¢s fizikai alkalmazhatosag. [2] Tehat ez egy nagyon bator allitas részemrdl, hogy
Bolyai Janos lezarta a kozépkort, vagy lezarta a feudalizmust a matematikéban. Eppen ezért kikértem Victor
Pambucciannak, az arizonai egyetem professzoranak véleményét’. O ugyanis a geometria alapjainak egyik
legismertebb, vilaghirti kutatoja, és Pambuccian professzor is egyetértett velem abban, hogy az Appendix,
helyesebben szdlva a Tér Tudomanyanak a megjelentetésével lezarult a kozépkor a matematikaban.

Tehat igy tekintsiink Bolyai Janos alkotasara, mint ahogy az 1789-es francia forradalom lezarta a
kozépkort a torténelemben, Ggy zarta le Bolyai Janos is 1823-ban a matematikaban is a feudalizmust.
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