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Abstract

Non-euclidean Geometry in Geodesy

In geodesy and surveying a paradigm change took place during the last decades. Field measurements were
replaced by direct positioning, therefore the traditional observations, like angles and distances, were pushed
back, by new techniques e.g. GNSS positioning on the field. Projective geometry is the geometry of a ruler,
counter to Euclidean geometry, in which constructions can be made with a ruler and a compass. In projective
geometry there are no angles, no parallels, no distances, only intersections, coincidence etc. Traditionally
projective relations are used in photogrammetry. It resembles nature, since the mathematic model of
photogrammetry, and the constructions of photogrammetric instruments are based on projective geometry.
But projective geometry is an axiomatic based, independent geometry, one of the nonEuclidean geometries. It
has a lot of opportunities in the usage in another part of our science. Since nowadays geodetic and surveying
activities focus on direct positioning, potential use of projective geometry becomes more important.
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Kivonat

Nem-euklideszi geometria a geodéziaban

Az elmalt évtizedekben paradigmavaltas tortént szakmankban. A hagyomanyos terepi mérések helyét atvették
a kozvetlen helymeghatarozasi modszerek. Ezért a hagyomanyos észlelések, mint a szdg és tavolsagmérések
hattérbe szorultak. A projektiv geometria az un. ,,vonalzo geometria”, ellentétben az euklideszivel, mely
osszefliggéseit egy vonalzéval és korzével vagyunk képesek megszerkeszteni. A projektiv geometriaban
nincsenek szogek, parhuzamosok, tavolsagok, csak metszések és egybeesések. Hagyomanyosan projektiv
geometriai Osszefuggéseket a fotogrammetridban hasznalunk. Ez természetes, hiszen a fotogrammetria
matematikai modellje, illetve a fotogrammetriai miiszerek szerkezete projektiv geometriai Osszefiiggéseket is
hasznél. De a projektiv geometria énmaga egy axiomatikus, fliggetlen geometria, egyike a nem-euklideszi
geometridknak. Sok lehetésége van alkalmazasanak a foldmérés tudomanyanak mas teriletein is. Mivel a
foldmérési tevékenység napjainkban a kozvetlen helymeghatarozasra 6sszpontosit, a projektiv geometria
alkalmazdasa fontosabb lesz a jovében.

Kulcsszavak: felsdgeodézia, transzformacio, vetiletek, vonatkoztatasi rendszerek, GIS

1. BEVEZETES

A térképi vetiiletek kozotti atszamitas napjainkra egyszerii feladatta valt, hiszen egy térinformatikai
rendszerben egy gombnyomassal meg tudjuk oldani, koszonhetden az informatika fejlodésének. Az
atszamitasi algoritmusok és transzformacios paraméterek e rendszerekbe be vannak ,,égetve”, illetve bizonyos
ismeretleneket kézzel magunk is be tudunk allitani.

A geodétakat mindig is a ,,mérés” érdekelte, melyhez a legtobb esetben tavolsdgokat és szogeket mértek,
melyekbdl kiszamitottak egy adott objektum geometriai tulajdonsagait. Napjainkban, a legtobb esetben, e
mérések helyét a kdzvetlen helymeghatarozas vette at (pl. GNSS, fotogrammetria), azonban ne feledjuk, hogy
pl. a GNSS helymeghatarozas is igazabol tdvolsagmérésen alapul.

Jelen dolgozat bizonyos értelemben azért furcsa egy geodéziai konferencian, mert nem foglalkozik se
tavolsagokkal, se szogekkel, se egyéb hagyomanyos fogalmakkal, melyet egy geodéta a mindennapi
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tevékenységeben hasznal. (Csak a térképi vetlletekhez sziikséges tavolsag és a szog értékeket hasznaljuk fel,
melyek igazabol a helyzeti informéacidk megadasahoz szlikségesek). Helyette a helyzeti, illeszkedési, metszési
tulajdonsagok illetve kiilonb6z6 transzformaciok tulajdonsagait elemzi, és abbdl von le kovetkeztetéseket. A
geodéta szakmaban természetesen hasznalunk ilyen Osszefiiggéseket, elsésorban a fotogrammetria teriiletén,
azonban mashol ritkan, vagy egyaltalan nem. Ramutatunk, hogy a helyzeti, illeszkedési és metszési relaciokbol
felépitett geometria (a projektiv geometria) egy olyan altalanos megoldast ad a geometriai problémak
megoldasara, melynek specidlis eseteit (pl. a transzformaciok esetén) igazabol minden geodéta hasznal, csak
esetleg eddig nem tudott réla.

Bemutatjuk, hogy egy tavolsag, sz6g, parhuzamossag és merélegesség fogalom nélkiili geometria mégis
megoldast tud adni olyan geodéziai probléma megoldasara, mint az alapfeliletek kozotti transzforméacid,
mégpedig meglepden, egy tisztan sikbeli transzformacid segitségével.

2. APROJEKTIV GEOMETRIA

Jelen dolgozatnak nem célja, az dsszes, felhasznalt Gsszefliggést levezetni, megindokolni. sok ilyen
Osszefiiggeést definicioként adunk meg. viszont ahhoz, hogy magét a cikket meg lehessen értetni a projektiv geometriat
nem ismer6 olvasdval, sziikség van egy rovid 0sszefoglaléra a felhasznalt relaciokrol. A projektiv geometria, mint
neve is jelzi, a vetitéssel nem valtoz6 tulajdonsagok vizsgalataval foglalkozik. az euklideszi geometria olyan
mennyiségei, mint a tavolsag és a sz6g a projektiv geometria szempontjabol érdektelen mennyiségek, hiszen a vetités
folyaman megvaltoznak. a projektiv geometria a nem-euklideszi geometridk egyike. [1]

A projektiv geometria teljes elszakadasat a "hagyomanyos geometriatol" Felix Klein vitte véghez, aki a
Feuerbachtol és a téle fliggetleniil Mobiustol felfedezett "homogén koordinatak" révén, algebrai alapot adott a
projektiv geometrianak. Atrhur Cayley-vel egyiitt Klein a projektiv geometria invaridnsanak, a kettGsviszonynak,
egy rendkivil szellemes alkalmazésat fedezte fel, és ezzel szoros kapcsolat jott létre a projektiv geometria és
metrikus, valamint a Bélyai-Lobacsevszkij féle nem-euklideszi metrikus geometria kozott. [2]

Axiomatikusan 1899-ben Mario Pieri alapozta meg a projektiv geometriat. [1]

Felix Klein neve mellett kell megemliteni hires székfoglalo eléadasat az erlangeni egyetemen (1872),
az un. Erlangeni programot, mely szerint a geometridk megkiilonbdztetésének az a kritériuma, hogy tételeik
mely transzforméacié csoportok mellett maradnak igazak. llyen értelemben az euklideszi geometria
"fécsoportja" a mozgasok folytonos csoportja, valamint a hasonldsagi transzformaciok; a hiperbolikus az egy
kipszeletet (a végtelen tavoli pontok mértani helyét) valtozatlanul hagyd kollineaciok részcsoportjaval
jellemezhetjilk; a topologia fécsoportja a folytonos transzformaciok csoportja, mig a projektiv geometriat a
kollineaciok és korrelaciok csoportjaval jellemezhetjitk. Mint a felsoroltakbol kitlinik, a projektiv geometria
tartalmazza az affin, az euklideszi és a nem-euklideszi geometridkat, azonban az altalanos Riemann-
geometria és a topoldgia a projektiv geometrianak nem része. [1]

3. ALAPFOGALMAK

3.1. Homogén koordinatak

A projektiv geometridban a helyzetet altalaban homogén koordinatak forméjaban adjuk meg, melynek
igazabol egyszerli oka van, ugyanis a végtelen tavolnak a projektiv geometridban nincs kitiintetett szerepe.
Azonban a hagyomanyos descartes-i koordinata rendszerekben a végtelen tavolt nem lehet kezelni.

A homogén koordinaték szemléltetésére tekintsiik az 1. &brat:
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o A2 (0,1,0)
+Y

1

@
P(Xe.Ye) = R(Xp.Yr,Wp) = Q(AXp A Yp.2 W)

> X » Al (1.0.0)
A3(0.0.1)

1. abra. A homogén koordinatak

A ,hagyomanyos” derékszogli koordinata-rendszerben egy P pont helyzetét két koordinatajaval (Xe, Ye)
adhatjuk meg. Vegylink fel harom pontot a sikban ugy, hogy az Al jeli pont az X tengely végtelen tavoli
pontja, az A2 pont az Y tengely végtelen tavoli pontja, mig az A3 pont a koordinata-rendszer kezd6pontja
legyen. Helyezziink el rendre, Xp, Yp, Wp tdmeget, az Al, A2 és A3 pontba. Ekkor a harom tdmeg sulypontja
ugyanigy meghatarozza a P pont helyzetét a sikban, mint a descartes-i koordinatak. Mivel stlypontrél van
sz0, ha egy A+#0 szammal megszorozzuk ezeket a koordinatakat, ugyanazt a pontot fogjuk kapni. Az (Xp, Yo,
We) szamharmas a P pont homogén koordinatai ebben a homogén koordinata-rendszerben.

A az A3 pontba zérus tdmeget helyezink el, akkor az A1, A2, A3 pontokban elhelyezett tdmegek
sulypontja az A1-A2-t 6sszekotd egyenesen lesz. Ezek pedig a két descartes-i koordinata tengely végtelen
tavoli pontjai, azaz a Wp=0 egyenes, a sik végtelen tavoli egyenese.

A szabatos matematikai megkozelitése a homogén projektiv koordinataknak Iényegesen részletesebb,
azonban a lényegiiket ez a megoldas is reprezentalja.

A projektiv sikban az egyeneseknek is koordinataik vannak, akarcsak a pontoknak. Egy pont akkor van
rajta egy egyenesen, ha teljesil a

ETP = 0 relécid, ahol
- ET - az egyenes homogén koordinatai vektora
- P —apont homogén koordinatai vektora.

Ez a numerikus konstrukci6 lehetéveé teszi a projektiv geometria egy csodélatos tulajdonsaganak, a
dualitas elvének megvalositasat.

A dualitas elve azt mondja ki, hogy a projektiv sikban minden tétel, 6sszefliggés igaz marad, ha az
»egyenes” €s a ,,pont” szavakat felcseréljik. Példaul:

- Két egyenesnek egy metszéspontja van. (a dudlis pedig)

- Két pont egy egyenest hataroz meg.

A dualitas elve a projektiv térben a pontok és a sikok kozott érvényes. Azaz:

- Harom, nem kollinearis pont egy sikot hataroz meg.

- Harom, nem konkurens sik, egy pontot hataroz meg.

(Konkurens sikon olyan sikokat értiink, melyeknek azonos metszésvonala van).

3.2. Kétdimenzids projektiv transzforméaciok

Feladatunk megoldasaban kulcsfontossagiak a kétdimenzids projektiv transzformaciok, melyek a
kovetkezok:
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Legyen A, Ay, Ag, Ay egy O siknak, A, Ay, A, A pedigegy @' siknak négy,

altalanos helyzetii pontja. Egy és csakis egy olyan kollineacio létezik, amely az & sikot az a' sikra ugy
képezi le, hogy az A (i=1,2,3,4) pontnak az A pontot felelteti meg. (4. &bra) [3]

s

Amennyiben homogén, projektiv koordinata-rendszerben akarjuk leirni a kolline4ciét, akkor a
kovetkezd 0sszefliggést hasznaljuk:

2. abra. Sikbeli kollineacid

C11 €12 C13][X X'
C21 Ca2 C3||Y|=A|lY'| A#0,Det(C)#0
C31 C32 C33llw w’

ahol:
C a kollineacio matrixa
(X,Y,W) az a sik egy pontja
(X,Y W) az o’ sik megfeleld pontja.

(3.2.1)

Legyen Al, Az, Ag, A4 egy & sik négy, altalanos helyzetii pontja, al’, aé ) ag,a;l pedig egy & '
siknak négy, altalanos helyzetli egyenese. Egy és csakis egy olyan korrelacio 1étezik, amely az & sikot az
a' sikra Ugy képezi le, hogy az A (i=1,2,3,4) pontnak az ai' egyenest felelteti meg. (5. abra) [3]

3. abra. Sikbeli korrelacio
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Amennyiben homogén, projektiv koordinata-rendszerben akarjuk leirni a korrelaciot, akkor a kovetkezo
Osszefliggést hasznaljuk:

!

€11 C12 C13][X X
C21 C2 Ca3||Y|[=A|y'| A#0,Det(C)+#0
C31 C32 C33lllW w'

(3.2.2)
ahol:
C a korrelacio matrixa
(X,Y,W) az a sik egy pontja
(X,y W) az o sik megfelelé egyenese.

A két transzforméacié definicidjat elemezve lathatjuk, hogy mig a kollineacié ponthoz pontot,
egyeneshez egyenest rendel, addig a korrel&cié ponthoz egyenest és egyeneshez pontot. A homogén
koordinatdk alkalmazasa miatt egy egyszeriien, egy (3x3) matrix segitségével leirhatjuk a fenti
transzformacidkat. A kollineaciok és korrelaciok a projektiv térben is Iéteznek, annyi kiilénbséggel, hogy mind
a pontoknak, mind a nekik megfelel6 sikoknak 4 koordinatajuk van. A térbeli kolline&cié ponthoz pontot,
sikhoz sikot, mig a térbeli korrelacié ponthoz sikot, sikhoz pontot rendel.

A Korrelacioknak van egy specidlis csoportja, a kétperiodusu korrelaciok. A polaritas a sik 6nmagara
val6 olyan korrelacidja, amely megegyezik az inverzével. Tehat egy polarités négyzete az identikus leképezés.
A polaritasnak kiilonos jelentdsége van, hiszen a sikbeli polaritasok 6nmagahoz konjugalt pontjai €s egyenesei
kipszeletet, mig a térbeli polaritasok 6nmagéhoz konjugalt pontjai masodrend feliiletet hataroznak meg.

Megjegyezziik, hogy a projektiv geometriaban egyféle kupszelet, a térben masodrendi feliilet, 1étezik.
A kupszeletek, masodrendii feliiletek csoportositasa pl. ellipszis, parabola, hiperbolaként az affin geometria
feladata, a projektiv geometridban (a végtelen tavol nem Kkitiintetett szerepe miatt) erre nincs lehetdség.

4. ALAPFELULETEK KOZOTTI TRANSZFORMACIO PROJEKTIV
OSSZEFUGGESEKKEL

Ha térképi vetiiletekrol beszéliink, akkor definidlni sziikséges egy alapfeliiletet, melyrol a vetités torténik
és egy képfeluletet, melyre vetitjik az alapfeltleti pontokat.

Az alapfeliilet altalaban a geoidot helyettesito forgasi ellipszoid, mig a képfeliilet egy sik, vagy sikba
fejtheto feliilet (altalaban kap vagy henger). Hazankban nagy hagyomanya van a kettds vetitésnek, ahol a
forgasi ellipszoidot el8szor egy Gauss-gombre vetitjik, majd a Gauss-gémbi pontokat vetitjik sikba vagy
sikba fejthetd feliiletre. Ilyen kettds vetitéssel hasznaltuk a sztereografikus vetiileteinket (a gombrdl sikra), a
hengervetiileteket (HER, HKR és HDR) (gombrdl érintd hengerre) és ilyen az Egységes Orszagos vetiileti
Rendszer (EQV) is, csak az EOV esetén a henger belemetsz a gdmbbe (redukalt hengervetilet).

A vetiiletek kozotti atszamitas igen egyszerii abban az esetben, ha a két vetilet ugyanazon a forgasi
ellipszoidon van értelmezve, azonos geodéziai datummal. Ebben az esetben az els6 vetiilet egyenleteibol
kiszamitjuk egy adott pont ellipszoidi feluleti koordinatait (foldrajzi szélesség és hosszlisag), majd ebbdl, a
masik vetiilet egyenleteibdl, szamitjuk ugyanazon pont vetiileti koordinatait a masik vetiileti rendszerben. Ezt
a maddszert hivjuk koordinata mddszernek a vetileti atszdmitasoknal.

Sokkal nagyobb a probléma abban az esetben, ha a két vetiilet alapfeliilete nem egyezik meg, vagy mas
a geodéziai datum. Ugyanis nincs informacionk a két alapfeliillet egymashoz képesti helyzetérdl (eltolas,
elforgatas, méretarany stb.). Ha a koordinata mddszert hasznaljuk, akkor (altalaban térbeli hasonlésagi
transzforméciodval), azonos pontok alapjan, kapcsolatot keresiink a két alapfelulet kozott és ugy szamitjuk at a
koordinatakat. Ez tipikusan az az eset, amikor egy ,,masodfoku egyenlet”-nek tekintjik a forgasi ellipszoidot.

A most ismertetésre kerlil6 megoldas két geodéziai alapfelllet kozott teremt kapcsolatot projektiv
geometriai  0sszefliggéseket hasznalva. Szeretnénk felhivni a figyelmet, hogy nem geodéziai
datumtranszformaciorol van szo, csak a kiilonbozo alapfeliiletek egymasnak valé megfeleltetésérol.
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Két alapfellilet egymésnak vald megfeleltetéséhez tekintsiik a térbeli projektiv geometria egyik tételét:

Két kiilonboz6 tartdji nyalab metszési alakzata masodrendi feliilet. (4. abra)

4. dbra. Két kiilonbozd tartoji nyalab metszési alakzata

A 4. dbra magyarazatahoz vegytnk egy S tartéju sugarnyalabot (egy S ponton athaladé 6sszes egyenes
halmazat), valamint egy T tartoja siknyalabot (a T ponton atmend 6sszes sik halmazat.

Messtuk el az S tart6ju nyalabot egy S sikkal. Ekkor a sugarnyalab egy pontmezét (A, B, ...) metsz ki
az Si sikbol.

Messiik el a T tart6ju siknyalabot egy S sikkal. Ekkor a siknyaladb az S, sikbol egy sugarmezét (a’, b,
...) metsz ki.

Létesitsiink az S; pontmezdje és az S, sugarmezdje kozott egy projektiv korrelaciot. (Ezt a sikbeli
korrelaciok alaptétele alapjan megtehetjiik anélkdil, hogy a két sik térbeli viszonyarol barmilyen ismeretiink
lenne).

Ekkor az Si-beli pontmez6 barmely P pontjan atmend sugar (SP egyenes) és

a P pontnak megfelel6 Sp-beli egyenes, valamint ez és a T pont altal meghatarozott sik

doféspontja masodrendii feliileten helyezkedik el, mely tartalmazza az S és T pontot.

Azaz projektiv eszkozokkel, egy sikbeli korrelacid segitségével rekonstrualhatunk egy masodrendii
fellletet, 3D-s alakzatot.

Az alapfeliletek egyméasnak vald megfeleltetésénél ennek a tételnek kulcsszerepe van.

Analitikus eszkozokkel:

Vegylnk fel egy térbeli, homogén projektiv koordinata-rendszert, melyben az

- S pont koordinatai (0,0,0,1),

- aT pont koordinatai (1,0,0,0),

- az S; sik koordinétai [0,0,0,1]

- az S, sik koordinatai [1,0,0,0].

Amennyiben az S; és S; sik kozotti sikbeli korrelacié matrixa a kovetkez6:

C21 Cy2 Cp3
C =|C31 C3z2 (33
Ci1 Cyap Cu3

4.1.)
akkor

A sikbeli korrelacio altal meghatarozott masodrendi felillet matrixa (mely 6nmaga is egy térbeli
korrelacio) a kovetkezo:

0 C21 C31 Ca1
A = C21 2¢y (C23 +C32)  Caz 3]
c31 (€23 + €32) 2¢33 C43 '

Ca1 Ca2 Ca3 0

(4.2)
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4.1. Az alapfelulet projektiv rekonstrukcioja

Vegylnk fel egy térbeli, homogén, projektiv koordinata-rendszert, melynek A4 (0,0,0,1) pontja
egybeesik az alapfelllet kbzéppontjaval, mig az A1(1,0,0,0), A2(0,1,0,0), A3(0,0,1,0) pontjai rendre - az
alapfeltlet altal hagyomanyosan definialt - X,Y,Z koordinata tengelyei végtelen tavoli pontjaval.

Ekkor az alapfeliilet altal definialt polaritas matrixa a kovetkezo:
b2 0 0 0
0 b2 0 0
0 0 a? 0
0 0 0 —a?b?

P =

(4.1.1)
ahol
- a-—az alapfelllet fél nagytengelyének hossza,
- b —azalapfelulet fél kistengelyének a hossza.

Vegyiink fel az alapfeliileten két pontot, célszertien A (a,0,0,1) és B (0,0,b,1).
Definialjunk egy térbeli projektiv kollineaciét, mely az A-t az S(0,0,0,1), mig a B-t a T(1,0,0,0) pontba
transzformalja. Legyen ez pl. az:

-1 0 0 a
L= 0 a 0 O
b 0 a —ab
1 0 0 O
(4.1.2)
kollineacio.
Ekkor a P matrixi masodrendu feliilet az 0j bazisban:
0 0 a?b —a?b?
R = 0 b2 0 0
a’b 0 a? 0
—a’b> 0 0 0
(4.1.3)
lesz, mig a masodrendi feliiletet definiald sikbeli korrelacio a kovetkezo:
o Z o
2
— 2
C=lap o a? '
—a?h? 0 0
(4.1.4)

A fenti miiveletekkel egy sikbeli projektiv korrelacioval definialtuk az eredeti P masodrendi feliiletet
egy Uj bazisban.

4.2. Az alapfeluletek egymasnak valé megfeleltetése

Amennyiben két alapfeliiletet akarunk megfeleltetni egymasnak, a rekonstrukcid utan mar konnyi
dolgunk van.

Legyen adva két alapfeliilet E és F. Feleltessiik meg az E alapfeliilet pontjainak az F alapfeliilet pontjait,
azonos pontok alapjan.

Ekkor a 4.1. pontban felsorolt miiveletek alapjan:

- hatérozzuk meg az F alapfelilet Cr korrelacios matrixat (4.1.4.).

- Transzformaljuk az E pontjait, az Le kollineacio segitségével az (j bazisba (4.1.2.).

- Transzformaljuk az F pontjait, az Lr kollineacio segitségével az (j bazisba (4.1.2.).

- Messuk el az Sg tart6ju nyalabot a [0,0,0,1] koordinataju sikkal az uj béazisban.

- Messuk el az Sg tartdju nyalabot a [0,0,0,1] koordinatajd sikkal az aj bazisban.

- Hatarozzuk meg azt a projektiv kollineaciot (K), mely 0sszekoti a két pontmez6t (3.2.1.).

- Ezutan barmely E-n 1év6 Pe pont F-en 1évo Pr megfelel6jét a kovetkezd 1épésekkel kaphatjuk meg,

a. Transzformaljuk a Pe pontot az 0 bazisha: LePe = Qe
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b. Hatarozzuk meg az SeQe egyenes és a [0,0,0,1] koordinataju sik metszéspontjat, Me-t.

Transzformaljuk Me-t a K kollineacio segitségével az F-nek megfelel helyzetbe, Mer-be.

d. A Cr korrelécios matrix-szal hatdrozzuk meg az Mgr pontnak megfelelé egyenes koordinatait
az F alapfelilet bazisaban, Eer.

e. Hatéarozzuk meg az SeMer egyenes és a TEgr sik doféspontjat, Deg-t.

f. Ezutén az L kollineaci6 inverzével szdmolhato a Pe pont, F alapfeliileten 1év6 megfeleldje, Pr,
a kovetkezoképpen: Pe = L™ Der.

13

A megoldas nem olyan bonyolult, amilyennek latszik, hiszen lineéaris algebrai megoldasokkal dolgozik
az 0sszes lépésben.

A Kulcslépés az algoritmusban, a K kollineaci6 paramétereinek a meghatarozéasa azonos pontok alapjan.
A megoldashoz legaldbb 4 azonos pontnak kell lennie, ekkor (a kollineacidk alaptétele értelmében) egyértelmii
a megoldas. Amennyiben négynél tobb azonos pont van, akkor kiegyenlitéssel lehet a kollineacié paramétereit
meghatarozni.

A kollineacid paramétereinek becslését a legkisebb négyzetek médszerével végeztik.

A legkisebb négyzetek modszerével torténd becslés homogén koordinatak alkalmazasa esetén bizonyos
nehézségekbe (itkozik, melyeket legegyszeriibben a homogén koordinatak ,,normalasaval” kiiszobolhettink ki.

A jovoben meg kell vizsgalni a robusztus becslések, valamint durva hiba sziird algoritmusok
alkalmazasat is.

5. EREDMENYEK

A transzformacios eljaras tesztelésére az elsérendli haromszdgelési haldzat pontjait hasznaltuk fel,
kiilonb6z6 geodéziai datumokra vonatkozva. A pontok ellipszoid feletti magassagaval nem szamoltunk, hiszen
az ellipszoidok kozotti transzformacidt szamoltuk ki, igy az ellipszoidi foldrajzi koordinatak (szélesség és
hosszlsag) voltak a kiindulé adatok.

A kiilonb6z6 geodéziai datumok, melyekben a pontok adottak:
- Fellleti Asztrogeodéziai Hal6zat (roviditve: FAGH, datum: SV42/58),
- Egységes Asztrogeodéziai Hal6zat 1983 (roviditve: EAGHS83, datum: SV42/83),
- Az 1972. évi Magyar Geodéziai Datum (réviditve: HD72, datum: HD72),
- Anyugat-eurdpai orszagok egységes haromszdgelési hal6zata (roviditve: ED87, datum: ED87), végull
- Az Eurdpai Foldi Vonatkoztatasi Keretrendszer 2000 (réviditve: ETRF2000, datum: GRS80).
A geodéziai datumok a kovetkez6 forgasi ellipszoidokat alkalmazzak:
SV42/58, SV42/83 — KraszovszkKij ellipszoid. Paraméterei:
- fél nagytengely (a) hossza: 6 378 245.0 m
- lapultsag: 1/298.3
HD72 — IUGG 1967 ellipszoid. Paraméterei:
- fél nagytengely (a) hossza: 6 378 160.0 m
- lapultsag: 1/ 298.24716427
ED87 — Hayford 1924 ellipszoid. Paraméterei:
- fél nagytengely (a) hossza: 6 378 388.0m
- lapultsag: 1/ 297.0
GRS80 — GRS80 ellipszoid. Paraméterei:
- fél nagytengely (a) hossza: 6 378 137.0.0m
- lapultsag: 1/ 298.257222101.

Az 0sszes pont szd&ma datumonként:
- HD72: 167 db pont
- FAGH: 167 db pont
- ETRF2000: 66 db pont
- EDB87: 148 db pont
- EAGHS83: 167 db pont

------

elvégeztik. A transzforméacid ellenérzését természetesen a kiegyenlitésbe be nem vont pontokra végeztiik el.
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A kiegyenlitést és a szamitasokat sajat fejlesztésti, C programozasi nyelven irt, alkalmazéssal végeztiik.
Példaként az ED87-r6l az ETRS89 datumra torténd kollineacio matrixa a kovetkezének adodott:

Kiegyenlitett Kollineacios matrix:

1.00000000e+00 -1.87981494e-12 -2.69411406e-12
-5.85055933e+01 9.99980086e-01 -2.55255249e-05
-6.95921423e-01 -3.86467956e-06 9.99982640e-01

A Kkollineéacios matrix elemeinek elemzésénél szeretnénk felhivni a figyelmet, hogy az eredmények nem
metrikus, homogén koordinatakra vonatkoznak. Valosziniisithetd, hogy valamilyen metrikus informacio is
kinyerhet6 beldliik, azonban ez tovabbi kutatést igényel.

Az eredményeket az 1. tblazatban 6sszegeztuk.

Az ellentmondéasokat az alébbiak szerint szamitottuk:

d= fd§+d§+d§

ahol:
dx = Xp — Xgr
dy = Yp — Ygr
d; = Zp — Zgr

(Xp, Yp, Zp) — az eredeti F alapfeliileti pont térbeli derékszogii koordinatai
(Xgr, Yer, Zgp) — az E alapfellileti pont transzformalt koordinatai az F alapfelleten.

Tehat a tablazatban szerepld ellentmondasok térbeli tavolsagok.

A transzformacio eredményei a kovetkezok: 1. tdblazat
Poptok Legnagyobp i Legnagyobp Atlagos
Honnan/Hova szama ellentmondas Atlagqs ellentmondas ellentmondés [cm]
! [em] ellentmondas [cm] _ [cm]’ Kiegyenlitett
kiegyben kiegyenlitett

ETRF2000/HD72 13 30.3 11.5 27.9 11.2
ETRF2000/HD72 56 31.2 10.6 31.2 10.2
FAGH/ETRF2000 13 36.2 14.6 36.2 13.3
FAGH/ETRF2000 56 40.4 13.5 40.4 12.9
FAGH/HD72 13 21.8 5.0 8.6 3.8
FAGH/HD72 56 22.6 4.9 10.2 3.6
FAGH/HD72 134 18.3 4.2 12.6 3.5
FAGH/ED87 13 32.7 7.6 20.0 7.1
FAGH/ED87 56 31.6 7.5 19.0 6.3
FAGH/ED87 134 30.6 7.3 30.6 7.1
FAGH/EAGHS83 13 51.7 12.9 19.7 9.5
FAGH/EAGHS83 56 48.3 11.6 22.0 8.1
FAGH/EAGHS83 134 48.8 11.2 33.6 9.4
EAGH83/HD72 13 36.1 13.4 14.7 10.1
EAGH83/HD72 56 35.9 12.1 22.4 9.2
EAGHB83/HD72 134 32.8 11.3 31.2 9.6
EAGHB83/ED87 13 334 10.1 18.7 9.8
EAGHS83/ED87 56 36.2 9.2 26.5 8.7
EAGHS83/ED87 134 35.5 9.1 35.5 8.8
EAGHS83/ETRF2000 13 34.1 16.5 20.4 13.3
EAGH83/ETRF2000 56 32.8 14.6 32.3 13.8
ED87/HD72 13 30.1 8.7 19.6 7.7
ED87/HD72 56 31.9 8.6 18.7 7.3
ED87/HD72 134 28.6 8.1 28.6 8.0
ED87/ETRF2000 13 31.8 12.3 24.7 9.5
ED87/ETRF2000 56 38.0 11.4 38.0 11.0

EMT 25



XXI-XXII. Foldméro Talalkozé

Az 1. tabldzatot elemezve lathatd, hogy a kiegyenlitésbe eldszor 13, aztdn 56, legvégiil 134 azonos
pontot vontunk be.

A tablazat 3. és 4. oszlopa tartalmazza a kiegyenlités elott, az elozetes értékek alapjan szamolt
ellentmondasokat, mig az 5. és 6. oszlop a kiegyenlitett paraméterek alapjan szdmolt ellentmondésokat.

Nagyon érdekes, hogy az clbzetes értckek alapjan, és a kiegyenlités utdn szamitott legnagyobb
ellentmondasok kozott kicsi az eltérés. Azonban a kiegyenlités hatasara az atlagos eltérések jelentosen javultak
(ez a legkisebb négyzetek mddszerének tulajdonsagaibol adodik).

Erdekesség, hogy az elézetes értékek (négy azonos pont alapjan) szamolt eltérések is kdzel geodéziai
pontossaguak, hiszen egy adott kollineacio (9 paraméter), hazank egész terliletére vonatkozik.

Kiegyenlités nélkiil itt a legnagyobb eltérés 51,7cm volt. Erdekes, hogy az FAGH és az EAGHS83 datum
kozott melyeknek a Kraszovszkij ellipszoid az alapfeliilete. A legnagyobb atlagos eltérés pedig, ebben az
esetben 16,5cm-re adodott, melyet mar valdéban geodéziai pontossagnak lehet nevezni, kiegyenlités nélkil, egy
paraméterkészlettel, az egész orszagral

Erdekes, hogy a legnagyobb ellenmondés a kiegyenlités utan sem csokkent szignifikansan, mely
40,4cm-re adddott az FAGH és az ETRF2000 datum kozott. Az atlagos eltérések azonban csokkentek, melyek
kozil a legnagyobb 13,8cm-re adddott az EAGH83 és az ETRF2000 kozétt. Ez mar valodi, geodéziai
pontossag.

6. OSSZEFOGLALAS

Jelen dolgozatban bemutattuk, hogy a masodrendli feliiletek projektiv geometriai értelmezése
segitségével, valddi sik transzforméacidval hogyan lehet két térképi alapfellletet megfeleltetni egymasnak.
Magukkal a vetiiletekkel nem ugyanis azok matematikai dsszefiiggéseit az alapfelilet és a képfelilet kdzott
adottnak vettuk.

A probléma és a megoldas megértéséhez egy rovid, definicidszerd, projektiv geometriai dsszefoglalot
is adtunk, hiszen annak 6sszefliggései, torvényei, axiomai nem kdzismertek az olvasok elott.

A projektiv geometriai 0sszefiiggések alapjan kidolgoztunk egy algoritmust, mellyel a kitlizott feladatot
végre lehet hajtani és mindezt szamitogépes szoftverkdrnyezetben is megvalésitottuk.

Az algoritmus teszteléséhez az elsérendli haromszdgelési halozat 6t, kiilonbozd geodéziai datumban
megadott koordinatait hasznaltuk fel. A kidolgozott szoftverrendszer mind az 6t datumot, oda-vissza kezeli.

A szamitasok alatamasztottak a kidolgozott algoritmus megfeleléségét, orszagos szinten legfeljebb
deciméteres eltéréseket tapasztaltunk a transzformacio soran, melyek igy sem érték el a fél métert.

A dolgozatban arra is fel akartuk hivni a figyelmet, hogy egy geometriai probléma, val6ban klasszikus
geometriai megkozelitése, sok esetben meglepd és megfeleld eredményeket tud produkalni. A projektiv
geometria elemeinek analitikus targyalasanal bevezetett homogén koordinatak segitségével, egyszeri és mégis
hatékony megoldast tudunk talélni, akar bonyolult geometriai 6sszefiiggések megoldasara is.

A homogén koordinaték nagyszeriiségét talan H.S.M. Coxeter szavaival lehet a legjobban visszaadni:

"A homogén koordinatak bevezetése, ami Mobius érdeme, a matematika torténetének egyik
legnagyobb horderejii gondolata; Leibniz azon &tletéhez hasonlithatd, amellyel a differencialokat

alkotta meg, amelyek segitségével a : f (x) =f ’(x) egyenletet a df (x) =f ’(x) dx
X

homogén alakban irhatjuk fel (példaul d(sin X) =cosxdx )" [1]
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