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Abstract

The memory-efficient storage and lexicographical sorting of n-tuples (multi-dimensional data records) pose a
significant challenge in modern data processing. This paper introduces a novel hybrid data structure, the
Hierarchical Binary Search Tree (HBST), which combines the advantages of prefix trees and binary trees to
eliminate the redundancy of repetitive data prefixes. Due to its structural design, the HBST radically optimizes
space complexity in narrow value ranges while guaranteeing fast, logarithmic-time search and insertion.
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Kivonat

A nagymeéretii, tobbdimenzios adatrekordok (rendezett n-esek) memoriahatékony tarolasa és lexikografikus
rendezése komoly kihivds a modern adatfeldolgozasban. Jelen tanulmany egy uj hibrid adatszerkezetet, a hie-
rarchikus bindris kereséfat (HBKF) mutatja be, amely a prefix-fak és a bindris fak elonyeit otvozve kiiszoboli
ki az ismétlédo adateldtagok okozta redundanciat. A struktura felépitésébdl adodoan a HBKF sziik értéktar-
tomanyok esetén radikalisan optimalizdlja a tarkomplexitast, mikézben mindvégig garantdlja a gyors, loga-
ritmikus idejii keresést és beszurast.

Kulcsszavak: binaris keresofa, tobbszintli rekurzid, rendezett n-es, HBKF

1.BEVEZETES

A nagyméretii, tobbdimenzios adathalmazok hatékony tarolasa, keresése €s rendezése az informatika
egyik klasszikus, am mind a mai napig aktualis kihivasa. Legyen sz0 relacios adatbazisok indexelésérol, adat-
banyaszati feladatokrol, vagy az adatvédelem (data privacy) teriiletén felmeriilé k-anonimitas vizsgalatarol,
gyakran talalkozunk olyan adatrekordokkal, amelyek (x;, ..., x,) formatumu rendezett n-esekként irhatok le.
Ezen adathalmazok feldolgozasa soran alapvetd elvaras, hogy a tobbszor ismétlédéd rekordokat vagy a kdzos
elétaggal (prefixszel) rendelkezd adatsorokat memoriahatékonyan tudjuk tarolni, mikézben a gyors kereshe-
tdség €s az elemek gyakorisaganak megallapitasa is biztositott marad [1].

Az n-esek lexikografikus rendezésére szamos jol ismert algoritmus (példaul a Quick sort vagy a Merge
sort modositott valtozatai) 1étezik [2]. Bar ezek az eljarasok O(N x log N) idékomplexitassal képesek
sorbarendezni az adatokat, oSnmagukban nem hoznak létre olyan perzisztens, kereshet6 adatszerkezetet, amely
alkalmas lenne az ismétlédo prefixek tomoritésére, a gyakorisagok azonnali lekérdezésére, vagy az adathalmaz
folyamatos, dinamikus bovitésére az adatok ujrarendezése nélkiil.

A feladatra kézenfekvo megoldasnak tiinhetnek a kiilonboz6 fafajta adatszerkezetek, azonban a tobbdi-
menzids rekordok esetében ezek gyakran kompromisszumokat kovetelnek. A trie (avagy prefix-fa vagy lexi-
kografiai fa) rendkiviil hatékony karakterlancok tarolasara, mivel a kozos prefixek egyetlen itvonalon osztoz-
nak [3]. Hatranya azonban, hogy ha az n-esek elemei nem egy sziik 4bécébdl, hanem egy szélesebb értéktar-
tomanybol (pl. lebegdpontos szdmok vagy 32 bites egészek) szdrmaznak, a fa minden csomdpontjéban hatal-
masra néhet az elagazasi tényezd. Ez iires mutatok tomegét eredményezi, ami drasztikus memoriapazarlashoz
vezet.

Ezt a problémat kikiiszobdlhetjiik egymasba agyazott leképezések (nested maps) hasznalataval, ahol a
ritka agakat dinamikus struktarak (pl. hash tablak) kezelik. Ezzel memoriat takaritunk meg, 4m a hash-alapta
megkdzelités miatt elveszitjiik a beépitett rendezettséget, igy lehetetlenné valik az adatok hatékony lexiko-
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grafikus kinyerése. A tobbdimenzids adatok térbeli lekérdezésére optimalizalt tartomanyfak (range trees) ki-
valdak az Gsszetett [4], dimenzidkon ativeld intervallum-keresésekhez, ugyanakkor a strukttra felépitése és
karbantartasa indokolatlanul bonyolult és er6forras-igényes olyan esetekben, amikor elsdsorban csak pontos
prefix-egyezésekre és gyakorisagszdmlalasra van sziikségiink.

A fentiek alapjan lathato, hogy sziikség van egy olyan hibrid adatszerkezetre, amely 6tv6zi a prefix-fak
memoriatakarékos Utvonal-megosztasat a binaris keres6fak dinamikus, rendezett és alacsony elagazasi kolt-
ségli strukturajaval, hasonléan ahhoz, ahogyan a ternaris keres6fak (TST) teszik azt a karaktersorozatok ese-
tében [5]. A jelen cikkben bemutatasra keriil6 hierarchikus binaris keres6fa (réviden HBKF) ezt az {rt kivanja
betdlteni.

2.A HIERARCHIKUS BINARIS KERESOFA DEFINICIOJA

A hierarchikus binaris keres6fa egy X=(x, ..., x,) formaban megadhat6 rendezett n-esek (n-tuple) struk-
turalt tarolasara kialakitott fa adatszerkezet. Ennek minden £ eleme 4 komponensbdl all, azaz E={4, K, N, S}
alakban irhato fel. Minden csomdpont tartalmaz egy hasznos terhet, mint tarolando6 adatot, amit az A4 jel6l. Ez
tulajdonképpen egy eltarolt rendezett n-es egyik x; elemét jelenti. A tovabbi 3 komponens az adott csomopont-
bol kiinduld részfakra vonatkozo hivatkozasok. Hasonldan a tradicionalis binaris keres6fakhoz, a HBKF is
egy rendezett fa. Ez abban nyilvanul meg, hogy adott i esetén a fa minden csomdpontjanak 4 komponensében
tarolt érték rendre kisebb, illetve nagyobb, mint a K, illetve N komponensek altal hivatkozott részfakban tarolt
valamennyi x; érték. Egy csomopont S komponense hivatkozik arra a részfara, amely azokat az értékeket tarolja
el, amelyek adott i esetén konkrét (x,, ..., x;) elotaggal (prefix) rendelkeznek a rendezett n-esek elején.

Fentiek alapjan elmondhaté tehat, hogy a HBKF egy ternaris fa, melynek minden csomoépontja maxi-
mum 3 rakovetkezo (gyermek) elemmel birhat és a gyokér elemet leszamitva pontosan egy megel6zo (sziilo)
elemmel rendelkezik. A tarolt rendezett n-esek i. pozicioban elhelyezkedd x; tagjai a fa kiilonb6z6 rétegeiben
helyezkednek el az i értékétdl fliggden. A HBKF felfoghatd egy n rétegben egymasra épiild keresofakat tartal-
maz6 keres6fa koncepcionak. Bar ez a szerkezet alapvetden egy ternaris fa, az adatokat binaris logika mentén
rendezi. Az n=1 esetben természetesen visszakapjuk a hagyomanyos binaris keres6fat.

Az alabbi pszeudokoddal megadott rekurziv eljaras (lasd 1. abra) pontosan leirja, hogyan torténik egy
X rendezett n-es beszirasa egy olyan (rész)faba, amelynek gydkerére a H segitségével hivatkozhatunk (az i
pedig azt jeldli, hogy melyik rétegbe keriiljon beszirasra az X adott komponense):

1: procedure BESZUR(X H,1) e Rekurziv eljaras
2 if H=NULL then > Ures (rész)fa
3: H + new Csomopont () o U j csomépont létrehozas
4 HA+— > Adat tarolasa
5: HK « NULL > Nines még kisebb
6: HN « NULL - Nines még nagyobb
7 H.S + NULL i Nincs még kovetkezo réteg
8: if i < n then > Tovabbi réteg(ek)
9: Beszur(X,H.S5,i+1) e Rekurziv besmirds a kivetkezd rétegbe
10: else > Nem fiires (rész)fa
11: if H A= z; then > Megtalilt érték az i. rétegben
12: if i < n then i Further layer(s)
13: Beszur(X,H.5,i+1) > Tovibblépés a kivetkezd réteghe
14: else > Nem talilt érték az i. rétegben
15: if H A < x; then e Kisebb érték az i. rétegben
16: Beszur(X,H.N.i) > Besziirds a réteg nagy értékeihez
17: else - Nagyobb érték az i. rétegben
18: Beszur(X,H.K,i) > Besziras a réteg kis értékeihez

1. bra. A hierarchikus binaris keresofa adatszerkezetbe torténd rekurziv beszuras pszeudokodja

Mint lathato, a rekurzi6 tobbrétii. Egyrészt arra szolgal, hogy megtalalja az adott x; érték helyét a meg-
felelé rendezett részfaban, masrészt arra, hogy minden i esetén a kelld rétegbe torténjen besziras. Egy iires
adatszerkezetbdl kiindulva rendezett n-esek sorozata beszirhato egy ciklikus eljarashivassal, amennyiben az i
paraméter értéke kezdetben mindig 1.
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A 2. abra segitségével végigkdvethetd, hogy az egyes értékparok adott sorrendben torténd beszurasaval
hogyan alakul ki a végleges szerkezet. A piros csomopontok jelentik az elsé rétegben felépitett kereséfat,
amely az 0sszes eloforduld x; értéket rendezetten tartalmazza. Mindegyik piros csomépontbdl elérhetd egy-
egy masodik rétegbe tartozo keresofa, amely az adott x; értéket kdvetd osszes eldfordulo x; értéket tartja nyil-
van. A levélréteg kivételével, a hierarchia i+/. rétegben mindig annyi keresofa talalhatd, amennyi csomopont

van az i. rétegben.
§ o ‘/.\‘ :

2. dbra. A HBKF illusztracioja. A bal oldali rendezett 2-esek adott sorrendii beszurasaval ez a grafszerkezet
alakul ki. A csomopontokban [évé szamok jelentik az A komponenst, a rendre balra, illetve jobbra mutato
fekete nyilak reprezentaljak a K, illetve N komponenst, a sziirke nyilak pedig az S komponenst,
amelyek az uj rétegbe valo dtlépést valositjak meg. A csomopontok szinei az egyes keresdfikat szemléltetik.
A jobb felsé sarokban 1évd 3D-kép szemlélteti a HBKE két rétegét.
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Amennyiben a beszorandé adathalmaz egy adott rendezett n-est tobbszor is tartalmaz, akkor a HBKF-
ban csak egyszer lesz eltarolva. Ha ez nem elegend6 és ismerni szeretnénk minden n-es eléfordulasanak a
szamat, akkor a hierarchikus binaris keres6fa egy kibovitett valtozatat kell alkalmaznunk. Ekkor a csomopon-
tok egy 0j 5. komponenst is tartalmaznak, amely egy szamlalo szerepét tolti be. Valahanyszor teljesiil az 1.
abran bemutatott algoritmus 11. soraban szerepl6 feltétel, akkor a szamlalo értékét novelni kell eggyel. (Ter-
mészetesen egy Uj csomopont 1étrehozasanal a szamlalot nullara kell allitani.) A levélelemekben 1évo szamlald
igy az adott rendezett n-esek el6fordulasi szamat tartalmazza.

A fentebb bevezetett szamlalo nemcsak a levélelemekben hasznos. Egy i. rétegben talalhaté csomopont
szamlaloja megadja, hogy hany olyan rendezett n-es van az adathalmazban, amelynek az elején az adott (x;,
..., X; ) adatsor talalhato. Tehat gyakorlatilag minden megtalalhato prefix eléfordulasanak szama ismert.

Ha egy adott probléma esetén nemcsak az fontos, hogy egy konkrét rendezett n-es hanyszor fordul eld,
hanem ezek az adatcsomagok egyedileg azonosithatok vagy az n darab kereshetd érték mellett tovabbi leird
mezoket is tartalmaznak, akkor sziikség lehet ezek beazonosithato tarolasara. Ilyenkor a hierarchikus binaris
keres6fahoz egy Gjabb réteget adhatunk (kibovitett HBKF), amely a korabbi levél elemekhez kapcsolddo extra
keresoféakat jelent. Ezekben tarolhatjuk rendezetten az egyes rendezett n-esek azonositoit (és leiroit). Ezaltal a
tobbszorosen eldforduld érték n-esek is hatékonyan kereshetdk lesznek, mialatt az adatszerkezet konzisztens
marad.

3.TELJESITMENYELEMZES

Az adatszerkezetbe torténd beszlras algoritmusanak tar- és idokomplexitas elemzése szempontjabol két
kiiléonbozo eset keriil bemutatasra ebben a tanulmanyban. Jelolje N a beszurando rendezett n-esek darabszamat
¢és K (az adott i esetén) az egyes x; elemek altal felvehetd kiilonbozé értékek maximalis szamat, vagyis az egyes
oszlopokra vonatkozo értéktartomany méretét! Tételezziik fel, hogy sok rendezett n-essel kell dolgoznunk,
azaz N>>1, ¢és az értékek véletlenszertiek, azaz fliggetlenek az adott rendezett n-esben szereplé mas x; érté-
kektdl €s a tovabbi rendezett n-esektdl is!

3.1. Széles intervallumbol szarmazo adatok

Tételezziik fel, hogy a HBKF adatszerkezetben tarolando6 adatok olyanok, hogy a rendezett n-esek min-
den x; eleme egy széles értéktartomanybdl szarmazik, azaz minden i esetén az x; értékei nagyon sokfélék le-
hetnek (K>N).
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Mivel a felvetésben teljesen véletlenszer(i adatok szerepelnek, ezek biztositjak azt, hogy az adott szinten
1év6 binaris keres6fak nagyjabol kiegyenstlyozottak maradjanak (tehat varhatoan nem fajulnak el aszimmet-
rikus lancolt listava). Amikor a rekurziv Beszur fiiggvény elindul az elsé dimenzi6 (legfelso réteg) gyokerétol,
egy maximum N elemi binaris faban kell megkeresnie az x; helyét. Mivel a fa a véletlen adatok miatt nagyjabol
kiegyensulyozott, a keresés és beszlras ideje ezen a szinten O(log N). Ezutan az algoritmus atlép a kovetkezo
rétegbe. Ritka iitkzések miatt, ha a legels6 dimenzidban az érték teljesen egyedi, akkor a kdvetkezd rétegben
még nincs felépitve fa. Ekkor az algoritmus csak létrehozza a hatralévé dimenzidkhoz a csomopontokat O(n)
1épésben. Az idékomplexitas ekkor tehat O(log N + n).

Egyetlen n-es beszurasanak tarkomplexitasa O(n), a teljes adathalmaz (N darab rendezett n-es)
tarkomplexitasa pedig O(N x n). Ez azzal magyarazhato, hogy véletlenszerti adatok esetén rendkiviil kicsi az
esélye a hosszu prefix egyezéseknek. A rekordok szinte azonnal elvalnak egymastol a faban, ami azt jelenti,
hogy az algoritmus szinte minden egyes 0j rekordhoz n darab 1j csomopontot foglal le a memoriaban.

Lathat6 tehat, hogy a véletlenszertiség az idokomplexitas szempontjabol kedvezd (megeldzi a binaris
fak degeneralodasat és gyorsitja a keresést), a tarkomplexitds szempontjabol ez a legrosszabb forgatokonyv,
mert alig lesz memoriamegtakaritas az adatok ismétlodésébol, igy a fa mérete brutalisan nagyra néhet.

3.2. Keskeny intervallumboél szarmazo adatok

Ha a véletlenszer(i x; oszlopok értékkészlete véges és viszonylag sziik (K<N), akkor ez a hierarchikus
adatszerkezet egy ponton til telitédik. Egyetlen rendezett n-es beszrasanak varhato idékomplexitasa draszti-
kusan lecsokken: O(n x log K). Mivel egy adott oszlop értéktartomanya maximum K elembdl all, egyetlen
rétegen beliili binaris fa mérete sem nohet K folé (hiszen nincsenek 1j, ismeretlen értékek), vagyis fliggetlen
lesz N értékétol. Mivel az elemek eloszlasa tovabbra is véletlenszer(, ezek a maximum K méretli részfak nagy-
jabol kiegyenstlyozottak maradnak. Egy rétegen beliil a keresés illetve beszaras igy legfeljebb O(log K) 1épést
vesz igénybe. Ezt a keresést a programnak az n dimenzion keresztiil kell elvégeznie. Barmilyen hatalmas is az
N, egy 0j elem beszurasa konstans kozeli idot vesz igénybe, mert a fa mélysége és az egyes szintek kiterjedése
szigoruan korlatozott.

A véges értékkészlet miatt az n-esek elkezdenek megegyezni az elsé néhany oszlopban (kozos prefixek
alakulnak ki). A program memoriafoglaldsa optimalizalodik: a rétegek kozotti kapcsolaton keresztiil az adat-
sorok osztoznak a korabban létrehozott csomdpontokon. A fa 1. rétegében maximum K csomépont lehet. A 2.
rétegben dsszesen K7, mig az n-edik rétegben K" csomépont lehetséges. A fa maximalis elméleti mérete nagy-
sagrendileg a lehetséges kombinaciok szamatol (K") fligg. Amint a feldolgozott sorok szama (V) elkezdi jocs-
kan meghaladni a lehetséges variaciok szamat, a program egyre ritkabban foglal memoriat (1j csomopontok
szamara, csak a szamlalokat noveli. gy a teljes adathalmaz tarkomplexitasa a kovetkezé felsé korlatot kapja:
O(min(N % n, K")). Ahogyan azt a 3. abra is alatimasztja, az N novelésével a memoriaigény konstanssa valik,
ha Nxn értéke megkozeliti K" értékét, kisebb N értékek esetén viszont a memdriaigény monoton no.
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3. &bra. A HBKF tdarkomplexitasa n=>5 és K=10 esetén.
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3.3. A mezok sorrendje

A rendezett n-esekben szereplé mezok (oszlopok) sorrendje kotott, de ennek a sorrendnek altalaban
nincs jelentdsége. Példaul egy személyt leird 2-esben x; mez6 lehet az életkor, €s az x; pedig az illeté neme,
de akar forditva is megadhaté (el0szor a nem, aztan a kor). A hierarchikus binaris kereséfaban tarolt n-esek
esetében viszont az oszlopok sorrendje befolyasolja a teljesitményt. Ha az i. mez6 K; darab egyedi értéket
tartalmazhat, akkor érdemes a mezdk sorrendjét a K; értékek novekvo sorrendje szerint megadni. Amennyiben
Ki<K;+; viszony minden i<n esetre fennall, akkor a legelsé rétegben kevés csomopont lesz, azaz beldliik kiin-
dulva kevesebb masodik rétegbeli keresofat kell kezelni, és igy tovabb. A sziikebb tartomanyti mezok elébbre
keriilése révén gyakoribbak lesznek az azonos prefixek, amelyeket csak egyszer kell eltarolni. Ezt két vélet-
lenszerii értékeket tartalmazo tesztadathalmaz segitségével szemléltethetjilk. Az egyes adathalmazok esetén
kétféleképpen kerlilnek felépitésre a HBKF-k ugy, hogy a rendezett n-esekben csak a mezok sorrendje valto-
zik, de az értékek nem. Az alabbi tablazat egy 10 000 darab rendezett 5-6sbél és egy szintén 10 000 rendezett
2-esbol felépitett adatszerkezet csomopontszamat foglalja dssze. Lathato, hogy a sziikséges csomopontszam
fligg az egyes oszlopok K; értékétdl. (A * karakterrel jeldlt csomopontszamok az egyes adathalmazok esetén
minimalis értékek.)

Példak a mezdésorrend és a csomopontszam kapcsolatara 1. tablazat

n K K, K; K4 Ks csomopontszam

5 3 4 5 6 " 872

5 5 2 3 4 5 885

5 2 3 4 5 918

5 6 5 4 3 2 1236

2 10 10 000 - - - " 9962

2 10 000 10 - - - 19468

4. KONKLUZIO

A bemutatott hierarchikus binaris keres6fa [6], amely felfoghatdé egy hagyomanyos keres6fakbol allo
keres6fanak, kivaloan alkalmas lehet rendezett n-esek hatékony tarolasara. Az azonos prefixeket csak egyszer
kell tarolni, ezaltal a memoriakihasznaltsag nagyon jo lehet olyan esetekben, amikor a tarolando adatok sok
ismétlodo értéket tartalmaznak. Mivel az adatok keres6fakban vannak, a besziras és a keresés iddigénye még
oriasi adathalmazok esetén is nagyon alacsony. A beszuras és a keresés miivelete is konnyen implementalhato
egy kétszintli rekurziv algoritmussal.

Szamos teriileten érdemes lehet felhasznalni egy ilyen adatszerkezetet. Alljon itt csak néhany példa.

e Ha a szokasos inorder binaris fabejarast kiterjesztjiik a rétegeken ativelévé, akkor ennek segit-
ségével konnyen tudunk nagy mennyiségii adatot (ndvekvo vagy csokkeno sorrendbe) rendezni.

e Ha a beszuras el6tt az adatok atesnek egy csoportositason vagy kvantalason, akkor egyfajta
klaszterezést tudunk megvalositani a kibdvitett HBKF segitségével. Ekkor a klaszterbe tartozo
rekordok azonositoi az 0j extra rétegben keriilnek eltarolasra, tehat konnyen meg tudjuk mon-
dani, mely rekordok tartoznak az adott értéktartomanyok altal megadott klaszterhez.

e A szamlalo komponens kivaléan alkalmazhato az eléfordulasi statisztikak azonnali elallitasa-
hoz. Példaul egy orszag-megye-viros-utca logikaju rendezett 4-es esetén a kiilonboz0 rétegek-
ben talalhaté szamlalok azonnal megadjak, hany rekord tartozik egy adott orszaghoz vagy akar
egy konkrét orszag-megye-varos harmashoz.

e Az adatvédelem (data privacy) teriiletén [7] fontos mérdszam a k-anonimitas [8], amely eldirja,
hogy egy kozzétett adatkészletben talalhat6 egyetlen rekordot se lehessen megkiilonbdztetni
legalabb k-1 masik rekordtdl kvaziazonositd adatok alapjan. A HBKF levélcsomdpontjaiban
tarolt szamlalokon torténd egyszerii minimumkereséssel meghatarozhato az adathalmaz k-ano-
nimitas értéke.
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KOSZONETNYILVANITAS
Ezt a munkat a Debreceni Egyetem TKP2021-NKTA projektje tamogatta. A TKP2021-NKTA-34

szamu projekt a Nemzeti Kutatasi, Fejlesztési és Innovacidos Alap (NKF) tamogatasaval valosult meg, a
TKP2021-NKTA palyazati program keretében finanszirozva.
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