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Abstract

This paper discusses the visualization of multivariate density functions close to the Gaussian model. It briefly
reviews the Gram-Charlier approximation and the relationship between Gaussian and skew-normal distribu-
tions. The main emphasis is on graphical representations of three-dimensional densities using spiral and cone-
based constructions. The proposed visualizations provide an intuitive interpretation of departures from nor-
mality and help reveal positivity problems of Gram-Charlier density approximations.

Keywords: multivariate density, Gram-Charlier approximation, skew-normal distribution, visualization,
shrinkage

Kivonat

A dolgozat a normdlis eloszldshoz kézeli tébbdimenzios siiriiségfiiggvények vizualizdacidjaval foglalkozik. R6-
viden ismertetjiik a Gram-Charlier-kozelités alapgondolatat, valamint a normalis és a ferde normalis eloszla-
sok kozotti kapcsolatot. Kiemelt figyelmet forditunk a haromdimenzios stiriiségfiiggvények szemléltetésére spi-
ralis és kupfeliileti reprezentaciok segitségével. Az abrak alkalmasak a normalitdstol valo eltérések, valamint
a Gram-Charlier-becslés pozitivitasi probléemdinak bemutatdsara.

Kulcsszavak: tobbvaltozos stiriség, Gram-Charlier-kozelités, ferde normalis eloszlas, vizualizacio, zsugoritas

1.BEVEZETES

A tobbvaltozos adatok vizsgalatakor gyakran a normalis eloszlas szolgal kiindulépontként. A valdsag
azonban ritkan ilyen szabalyos. Egy pénziigyi adathalmaz, egy kommunikacids rendszer mérési eredménye
vagy akar egy gépi tanulasi modell kimenete gyakran torzult, ferde alakt vagy szokatlanul nagy szélsoérték-
gyakorisagu eloszlast mutat [1], [2]. A pénziigyi és biztositdsmatematikai alkalmazasokban gyakran nem az
atlagos, hanem a sz¢éls0séges események viselkedése all az érdeklddés kozéppontjaban. Ezek vizsgalatara szol-
gal a nagy veszteségek tartomanyat leir6 modszer (Multivariate Tail Conditional Expectation (MTCE)), amely
a kockazatos, ritkan el6fordulé allapotokban egy tobbdimenzids rendszer komponenseinek varhato értékét jel-
lemzi ([7]). A szélséséges értékek tartomanyanak meghatarozasa és becslése ezért nagymértékben fiigg az
alkalmazott tobbvaltozos modelltdl, ami indokolja a normalis eloszlashoz kozeli modellek vizsgalatat. A kér-
dés nemcsak az, hogyan irjuk le ezeket a jelenségeket matematikailag, hanem az is, hogyan tehetjiik 6ket
lathatova. E dolgozat a normalis eloszlashoz kozeli tobbdimenzios siiriiségfiiggvények becslésének és harom-
dimenzids stirtiségfiiggvények megjelenitésének néhany lehetéségét mutatja be.

2.NORMALIS ELOSZLASHpZ KOZELI MODELL,
A GRAM—CHARLIER MODSZER

A tobbdimenzios ritka események vizsgalatdhoz olyan valdsziniiségi modellre van sziikség, amely a
normalis eloszlasnal rugalmasabban képes leirni az adatok viselkedését. Erre alkalmas eszkéz a Gram-
Charlier-kozelités, amely a normalis eloszlas geometriai szerkezetét megtartva figyelembe veszi a ferdeség és
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a lapultsag hatasat és lehetdséget ad a normalistdl valo eltérések modellezésére és grafikus megjelenitésére is.
Egy dimenzi6 esetén tekintsiik egy X valtozo fy(x) slrlség fliggvényének az Hermite polinomok altali sor-
fejtését

1
fx(x)=1|1+ Z EBk(O'Or Ky 3, ---KY,k)Hk(}’) @ (x|pux, 0%),
k=3

ahol By, a Bell-polinomot, uy a varhat6 értéket, o7 a szorasnégyzetet, ¢ pedig a normalis eloszlas siriiség-
fuggvényét jeloli. Tovabba az X standardizaltja ¥ = (X — u)/o, amelynek értékei y, és ky; a megfeleld
kumulansok. Az fyx(x) becslése soran természetesen nem a végtelen sorfejtést hanem csak ennek az elsé két
tagjat érdemes hasznalni:

- 1 1
fx(x) = <1 + 533 (0»0» KY.3)H3 ) + 534(0»0» Ky 3, KY,4)H4(J’)> (x| py, 0)%)-

Ennek tobb oka is van:

1. akyj3 €s Ky, a harmadik ¢és a negyedik momentumon alapul és a szoban forgo eloszlas ferdeségét és
lapultsagat jellemzi,

2. mar a harmadik és a negyedik momentum becsléséhez is nagy mintaelem sziikséges,

a Bell polinomok egyszeri alakja Bs (0,0, KY,3) = Ky 3, B4(O,O, Ky 3, KYA) = Ky 4,

4. tovabbi tagok figyelembevételével a becslés nehezebbé valik, az interpretacio elvesziti egyszeriiségét, a
pozitivitasi problémak is gyakoribbak.

W

A tobbdimenzids esetben a Gram—Charlier kdzelités formailag analog:

@ x|ty Zx),
y=23"?(x-p) o

~ 1 1
Fe00 = (14 5 HIOW, + - Hi 0,

de példaul Y =X, 1/2 (X — py), viszont a Hy, Hermite tenzort jeldl vektor alakban, tovabba a K}§3 a ferdeség

és a K,% lapultsag szintén tenzor-vektorok. A Gram—Charlier-kozelités részletes kifejtése megtalalhatéd a [3]
konyvben, illetve a becslések elvégezhetdk a MultiStat R-csomag segitségével, lasd [5], [6].

3.KEPI MEGJELENITES

A Gram-Charlier-kozelités lehetové teszi, hogy a normalis eloszlastol valo eltéréseket a ferdeség €s a
lapultsag segitségével irjuk le. A ferde normalis eloszlas a tobbvaltozos normalis eloszlas természetes altala-
nositasa, amely egy tovabbi alakparaméter segitségével képes az aszimmetria modellezésére. Mig a tobbval-
tozds normalis eloszlas szimmetrikus, a ferde normalis eloszlas alakparamétere lehetové teszi az aszimmetria
figyelembevételét. A paraméter zérus értéke esetén visszakapjuk a klasszikus tobbvaltozos normalis eloszlast,
ezért a ferde normalis modell alkalmas a normalitastol valo fokozatos eltérések leirasara. A kozelités hatasanak
megértését jelentésen segiti a strliségfliggvények grafikus megjelenitése, kiillondsen tobbdimenzios esetben,
ahol a normalistol valo eltérések a képletekbol nehezen érzékelhetok. Mieldtt a Gram-Charlier-kozelités altal
létrehozott alakzatokat vizsgalnank, célszer(i attekinteni a kétvaltozos normalis, illetve ferde normalis eloszla-
sok jellegzetes feliileteit és szintvonalait. Ezek szolgalnak referenciamodellekként a kés6bbi dsszehasonlita-
sokhoz.

Két dimenzidban a slriiségfliggvény viszonylag kdnnyen abrazolhato feliiletként vagy szintvonalakkal
(1. abrak). Harom valtozo esetén azonban a helyzet 1ényegesen bonyolultabb. A négydimenzios térben értel-
mezett stiriségfiiggvény kdzvetlen geometriai megjelenitése mar nem lehetséges, ezért a szerkezet feltarasahoz
specidlis vizualizaciés megoldasokra van sziikség. Még a haromdimenzids normalis eloszlas esetében sem
egyszeri a valoszinliségi tomeg elhelyezkedésének érzékeltetése. Az izoslriiségi feliiletek egymasba agyazott
ellipszoidok, amelyek fontos geometriai tulajdonsagokat hordoznak, ugyanakkor hagyomanyos abrazolasuk
gyakran takarasba keriil vagy nehezen értelmezhetd.
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1.abra. 2D normalis és ferde normalis siiriiségfiiggvények és 2D kontur abrak

A haromdimenzios eloszlasok vizualizacioja nemcsak technikai, hanem szemléltetési probléma is. Mig
a kétdimenzios esetben a szintvonalak és a feliileti abrak kdzvetleniil értelmezhetdk, addig harom dimenzidban
a stiriségfiiggvény mar egy négydimenzios objektum. Emiatt olyan reprezentaciokra van sziikség, amelyek a
stirliség szerkezetérdl informaciot adnak anélkiil, hogy a teljes négydimenzids objektum megjelenitését igé-
nyelnék. A spiral- és kupreprezentaciok ezt a célt szolgaljak.

3.1 Spiral
Egy viszonylag egyszerii modszer a stirtiségfiiggvény értékeinek megjelenitésére 3D-s pontokban pél-
d4ul a spiral [7]. Definidljuk az (x,y,z) € R3 pontokat a kdvetkezoképp
x(t) = r(t)cos(psmt), y(t) = r(t)sin(psmt), z(t) =1 —t,

ahol t € (0,1). Lathato, hogy a spiral (0,0,1) pontb6l indul, és a sugarat r(t) =pst? (ahol p = 1.05) mértékben
novelve éri el az x, y sikot, a p; = 4 a fordulatok szamat jelzi, lasd 2. dbra.
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Spiral a 2D normalis kontur felett 3D normalis stiriiségfiiggvények spirdlis gorbéi

2. abra. 3D spiral konturja és stiriiségfiiggvények spirdlis gorbéi

3.2 Kip

A spiral térbeli alakjanak érzékeltetését egy kupfeliilet segitségével egészitjiik ki. A kip egyszerii geo-
metriai keretet ad a haromdimenzids abrazolashoz €s jol szemlélteti a gorbe térbeli elhelyezkedését. A 3D-s
pontok v = (x,y,2)" € R® most egy kup feliiletén helyezkednek el. Legyen most a € (0,7/2) a kup
félnyilasszoge. Az origdbdl induld a pozitiv z-tengely iranya kap pontjai

Cy ={(x,y,2) ER3 z2>0, x* +y* = z*tan’a}.

184 EMT



XXVII. Enelko — XXXVI. SzamOkt

A paramétereket a kovetkezéképpen definialjuk:
r
v(r,0) = [rcose, rsine,—] , r=0 0<6<2m.
tana

Bemutatjuk a normalis és a ferde normalis stirtiségfiiggvények 2D-s abrazolasat a kup segitségével 3. és
4. abrakon.

Cone (R=2,a0=0.8 rad, upper nappe) 3D Gauss d restricted to the cone
(R=2,a=0.7 rad, upper nappe)

0.02

0.015

0.01

0.005

3. abra. A kupfeliilet és a 3D normalis siiriiségfiiggvény megjelenitése

A kupfeliilet elénye, hogy a stiriiségszintek egyetlen konnyen értelmezhetd geometriai objektumon
jelenitheték meg.
Ferde normalis a kaupon, kontur,
(R=2,0=0.7 rad,)

Ferde normaélis a kipon, kontur,
(R=2,a=0.7 rad,)

f a kiipon
0.06
0.04

0.02

3D ferde normalis 3D kup konturja
4. abra. A 3D ferde normalis stiriiségfiiggvény dbrazoldsa a kupfeliileten és annak konturja

A szimmetrikus és aszimmetrikus eloszlasok kozotti kiilonbségek a kupon sok esetben szemléletesebben
felismerhetdk, mint a szokasos szintvonal-abrazolasban.

4.POZITIVITASI PROBLEMA

A stiriségfiiggvények egyik alapvetd tulajdonsaga, hogy pozitiv. Aligha kell indokolni, hogy a Gram—
Charlier-becslés egyik gyenge pontja az, hogy semmi nem garantalja a becsiilt siiriiségfliggvény pozitivitasat
az adott tartomanyban. Errél nagyon konnyli meggydzddni a spiradl vagy a 3D-kup konturjanak abrazolasaval.
Abban az esetben, ha negativ értékeket talalunk, az egyik modszer a Hermite-polinomok egyiitthatoéinak zsu-
goritasa (shrinkage). Bemutatunk egy példat, amikor a ferde 3D-s siirliségfiiggvény Gram—Charlier-becslése
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negativ értékeket tartalmaz, és a zsugoritasi eljarassal megvaltoztatott egyiitthatokkal javitott valtozatot,
5. abra.

A B GC, Szemi-pozitiv, d =3,
beta dct=[0.71,0.85.0.9,0.34, 097, 1, . (n=19]

density density
0- Il 000311, 0.00000; Il 00000, 00025
B ©0.00000, 0.00311) v B 00025 0.005
B 000311, 0.00622) B 00052 00073
o 2 B 0.00822 0.00033 B 0007z 00109
= B o033 no12ey N2 B 00102 00130
B 00124, 0.01556] B 00130, 0.0155)
{0.01588, 0.01857] B ©o01s5 00182
] (0.01867, 0.02178] -2 (0.0182, 0.0208]
{0.02178, 0.02439] (0.0208, 0.0234]
(0.0234, 0.0260]

1
25 0.0 25 =25 0.0 2.5

%x1 %1

5. abra. Negativ tartomanyokat tartalmazo és zsugoritott becslések dsszehasonlitasa, 3D-kupok konturjai

5.0SSZEFOGLALAS

A tobbvaltozos eloszlasok vizualizacioja kiilondsen nehéz feladat, mivel mar harom valtozo esetén is
négydimenzios objektumként kellene a stiriségfiiggvényt dbrazolni. A megfeleld geometriai reprezentacio
ezért nem pusztan esztétikai kérdés: befolyasolja azt is, hogy mennyire tudjuk felismerni az aszimmetriat, a
sz€ls6séges tartomanyok szerkezetét vagy a becslési hibakbol adodo torzuldsokat. A bemutatott spiralis és
kuapfeliileti dbrazolasok ezt a vizudlis értelmezést kivanjak segiteni. A dolgozatban bemutattuk a normalis el-
oszlashoz kozeli tobbdimenzids stirliségfiiggvények modellezésének és vizualizacidjanak néhany lehetdségét.
Roviden ismertettiik a Gram-Charlier-kozelités alapgondolatat, amely a ferdeség és a lapultsag figyelembevé-
telével lehetévé teszi a normalis modelltdl valo eltérések leirasat. A hangsulyt a képi megjelenitésre tettiik. A
hagyomanyos kétvaltozos feliileti és konturdbrak mellett spiralis és kupfeliileti reprezentaciokat alkalmaztunk
haromdimenzids stiriiségek szemléltetésére. Az abrak ramutatnak arra, hogy a geometriai megkozelités hasz-
nos segitséget nyujthat a tobbvaltozds valoszinliségi modellek szerkezetének megértésében, valamint a Gram-
Charlier-becslések pozitivitasi problémainak feltarasaban. A bemutatott modszerek tovabbi lehetdséget kinal-
nak a ritka eseményekhez kapcsolodo kockazati mutatok és stirtiségbecslések vizsgalatdhoz. A bemutatott ab-
rak nemcsak kutatasi célokra hasznalhatok, hanem a tobbvaltozos eloszlasok oktatasaban is. A vizualis repre-
zentaciok segitségével a szimmetria, aszimmetria, valamint a magasabb rendii momentumok hatasa intuitiv
modon szemléltetheto.

MATEMATIKAI HATTER
A d-dimenzids normalis eloszlas stiriiségfiiggvénye:
(x|u, ) = ;ex —l(x - W'zl (x—p |, xeR?
P2 = Gmarziz P\ T2 v '

A d-dimenzios ferde normalis eloszlas stiriiségfiiggvénye:

fx(x) = 2¢0(x|p, )P (' (x — w)),

ahol a az alakparaméter és ® az 1 dimenzids normalis eloszlasfiiggvény.

Zsugoritas (shrinkage). Vegyiik a Gram—Charlier kozelités legegyszeriibb esetét

- 1 1
fx) = <1 + §KY,3H3(}’) + ZKY,4H4(y)> @ (x|py, o%).
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Az f(x) pozitivitisa azon milik, hogy a ¢ egyiitthatoja, jeldljiik 1 + g(y)-al, pozitiv-e. A feladat az,
hogy talaljunk olyan B = [B1, B,] € [0,1]? értékeket, amelyekkel teljesiil a

1 1
gg(y) =1+ ,31§KY,3H3(3’) + IBZEKYAHAL(V) =0,

egyenl6tlenség. Mindezen kdzben a 8 koordinatai legyenek egyhez minél kdzelebb: ||1 — B]|? legyen mini-
malis. Ezt a modszert nevezziik zsugoritasnak (shrinkage). Erdekes megjegyezni, hogy a minimum keresheté
£, 111 — Bl vagy £o: ||1 — Bl vagy mas tavolsagok minimalizasaval is. Jelen esetben £, a zsugoritast a
koordinatakon egyenletesen végzi, mig €, a legrosszabb torzitast egyenliti. Mivel a mi esetiinkben a stiriiség-
fliggvény alakjanak megérzése fontos, ezért az £, -t alkalmazzuk.
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