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Abstract

The paper studies finite local-unit-aligned totally ordered monoids. It shows that the local-unit map induces a
canonical stratification of the positive idempotent skeleton and yields a rigid finite chain-indexed direct-system
representation. In the finite case all proper transition maps are forced to be unit-constant, so the representa-
tion becomes an ordinal-sum-like reconstruction by cohesive components.
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Kivonat

A dolgozat véges, lokdlisegység-illesztett rendezett monoidok kanonikus felbontasat targyalja. A f6 eredmény
szerint a lokadlisegység-fiiggvény a pozitiv idempotens vazon olyan belsé rétegzést hatdaroz meg, amelybdl kom-
ponens-monoidokbol és 0sszekotd homomorfizmusokbodl allo direkt rendszer definidlhato. Véges lancokon e
homomorfizmusrendszer rigid: minden nemtrividlis dsszekoté homomorfizmus konstans, a célkomponens egy-
segelemeét veszi fel. A direkt rendszerbol az eredeti algebrai struktura visszaallithato.

Kulcsszavak: véges rendezett monoid, lokalisegység, direkt rendszer, kanonikus felbontas, rigiditas

1.BEVEZETES ES CELKITUZES

A rendezett monoidok algebrai struktirak, amelyekben a monoid szorzasa és a teljes rendezés egyszerre
van jelen, és a mitvelet mindkét valtozoban monoton. Megmutatjuk, hogy ez a kettds kotottség a véges esetben
erds szerkezeti korlatokat von maga utan, valamint hogy a lokalisegységek fogamara egy teljes reprezentacio-
elmélet épitheto fel.

A kiindul6 osztaly a véges lokalisegység-illesztett rendezett monoidok osztalya. Egy ilyen monoidban
minden elemhez tekintjiik a legnagyobb jobboldali és a legnagyobb baloldali lokalis egységet; a feltétel azt
mondja ki, hogy ezek egybeesnek: a kdzos értéket t(x)-szel jeloljiik. A cikk kozponti gondolata, hogy a 1-
fiiggvény altal kirajzolt pozitiv idempotens vaz elegendd informaciot hordoz a monoid kanonikus komponen-
seinek és ezek kapcsolodasanak meghatarozasahoz.

A 6 eredmény egy Clifford-tipusi reprezentacios tétel. Clifford klasszikus munkaiban erds félhaloszeri
komponensfelbontasra, sot ordinalis Osszegre ¢€piilé konstrukciok jelentek meg egyes rendezett
félcsoportoknal. A jelen munka hasonld rekonstrukcids elvet bizonyit véges, rendezett monoidokra, de nem
teszi fel a sem a kommutativitast, sem a rendezés természetességét, sem azt, hogy az egységelem a lanc also
vagy fels6é végpontja lenne.

A konferencia tematikdjahoz e munka elsdsorban az algoritmuselmélet, az adatszerkezetek, a
kompjuteralgebra és az oktatas oldalarol kapcsolodik. A vizsgalt struktarak végesek, ezért természetes modon
reprezentalhatok szorzotablakkal, grafokkal, particiokkal és lancindexelt adatszerkezetekkel. A kanonikus fel-
bontas algoritmikus normalizalasi feladatként is értelmezhetd: egy véges szorzotablabol kiindulva meghata-
rozza a t-leképezést, a pozitiv idempotens vazat, a koherens blokkok rendszerét és a rekonstrukcidhoz sziik-
séges komponensadatokat.

120 EMT



XXVII. Enelko — XXXVI. SzamOkt

2. ALAPFOGALMAK

Egy M =<M, <, -, e > algebrai rendszert véges rendezett monoidnak neveziink, ha < M, < > véges
rendezett halmaz, < M, -, ¢ > monoid, és a szorzas mindkét valtozoban rendezéstartd. Az x elem jobboldali
lokalisegységei azok a z elemek, amelyekre xz < x; bal oldali lokalisegységei pedig azok, amelyekre zx <x. A
véges lanc miatt a ezeknek halmazoknak (ha nemiiresek) van legnagyobb elemiik. Ha a két maximum minden
x-re egybeesik, akkor a monoid lokdlisegység-illesztett, és a k6z6s maximumot 7(x)-szel jeloljiik.

A 1(x) elem pozitiv idempotens: e < 7(x), tovabba t(x)? = t(x). Ezért Posld(M), a pozitiv idempotensek
halmaza, kitiintetett szerepet jatszik. Neve a monoid pozitiv idempotens vaza. A rendezettség miatt a pozitiv
idempotensek szorzasa egyszerii: két ilyen elem szorzata mindig a ketté maximuma. Ez lehetdvé teszi, hogy a
t-leképezés értékeit, a pozitiv idempotenseket blokkokba rendezziik.

Ha u pozitiv idempotens, akkor az u-réteg azokbol az x elemekbdl all, amelyekre 7(x) = u. Ha 4 a pozitiv
idempotensek egy részhalmaza, akkor az 4-hoz tartozo réteg a t /(4) halmaz. A cikk bevezeti az 4 és B blokkok
T-szaturalt szorzatdt is: ez a t(xy) értékek halmaza, amikor x az A-rétegen, y pedig a B-rétegen fut végig.

7 altalaban nem multiplikativ: csak nagyon specialis posztulatumok mellett teljesiil a t(xy)=max{t(x),
7(y)} azonossag. A cikk éppen azt mutatja meg, hogyan lehet a globalis azonossag hianyat blokkszintii kohe-
renciaval helyettesiteni. A reprezentacio tehat nem a ritkan teljesiilé multiplikativitasi azonossagbol, hanem a
7-szorzatok altal kialakitott legfinomabb particiobol szarmazik.

3.T-STABIL ES A T- MULTIPLIKACIO-KOHERENS FELBONTAS

Az els6 kanonikus particio a z-stabil particio. Egy 4 blokk r-stabil, ha sajat z-szaturalt négyzetének
eredménye ismét 4. Ez intuitivan azt jelenti, hogy az A-hoz tartoz6 rétegek szorzatainak lokalisegységei a
blokk lokalisegységeibdl keriilnek ki. Ezutan az A és B blokkokat - mint egy graf csucsait - 6sszekotjik éllel,
ha van két olyan blokk, melyeknek z-szorzatai A-ba és B-be is esnek, majd az igy keletkezett graf Gsszefliggd
komponenseit egyesitjiik. A ,,minden blokk egyelemii” particiobol kiindulva ennek véges sok iteracidja utan a
idempotens vaz legfinomabb t-stabil particioja. L,(M) a vonatkozé réteg-dekompozicio. Ez a monoid els6
szintli kanonikus szerkezete.

A masodik, a reprezentacié szempontjabol dontd jelentdségii particio a t-multiplikacio-koherens parti-
ci6. Egy particié akkor koherens, ha barmely két blokkjanak z-szaturalt szorzatai egyetlen blokkban talalha-
téak. Mas szoval a t(xy) csak attol fiigg, hogy x €s y mely blokkokban vannak, nem pedig az x és y konkrét
értekétdl. Ez pontosan a fent emlitett azonossag kikényszeritése, blokkszinten.

A t-stabil esethez hasonld egyesitési operatort iteralva a folyamat eredménye a C,,(M) particid, a pozitiv
idempotens vaz legfinomabb t-multiplikdcio-koherens particidja. A hozza tartozd L,(M) rétegfelbontas lesz a
kanonikus direkt-rendszer felbontasanak alapja. Belathato, hogy a t-kohéziv felbontas mindig finomitja a 1-
multiplikacid-koherens felbontast.

4. KOMPONENS-MONOIDOK ES KANONIKUS DIREKT RENDSZER

Ha A4 a r-multiplikacio-koherens particio egy blokkja, akkor a hozza tartozé M, réteg nem csupan egy
részhalmaz, egy komponens-monoidot hordoz. A komponens egysége mindig a blokk legkisebb eleme, az
adott komponenshez tartozo rendezés és szorzas az eredeti monoidbol 6roklodik; igy minden egyes komponens
rendezett, lokalisegység-illesztett monoid lesz.

A komponensek kozott 6sszek6td homomorfizmusok definialhatoak. Ha 4 és B blokkok a pozitiv
idempotens vazban, és 4 legkisebb eleme kisebb B legkisebb eleménél, akkor az M4-bol Mp-be mend leképezés
az eredeti monoid egy szorzasa segitségével adhaté meg: az M,-komponens elemeit az Mp-komponens egysé-
gével szorozzuk meg, és igy kapjuk az Mp-beli képet. Ezek a leképezések monoid-homomorfizmusok, rende-
zéstartok és teljesitik a direkt rendszer axiomai.

A kanonikus direkt rendszerbol az eredeti monoid visszaallithato. Rendezés definicidja a komponensek
diszjunkt unidjan a direkt-lexikografikus rendezést alkalmazza: két kiilonb6zé komponensbeli elem Osszeha-
sonlitasahoz az alsobb komponens elemét a felsobb komponensbe visszilk at a megfeleld 6sszekotod
homomorfizmussal, ott 6sszehasonlitjuk dket, egyenldség esetén pedig a lanc rendezése definialja a két elem
viszonyat. Két elem szorzatat a magasabb komponensben szamitjuk ki, miutan az alsobb szinten 1év6 elemet
az 0sszek6té homomorfizmussal odavittiik.
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A rekonstrukcids tétel szerint a kanonikus komponensek és 6sszek6té homomorfizmusok direkt rend-
szere meghatarozza az eredeti monoid rendezését és szorzasat. A fenti dekompozicido nem pusztan szemléltetd
eszk6z: a monoid visszaallithatd a komponensadatokbol. A konstrukcié izomorfizmus-invarians.

5.RIGIDITAS VEGES LANCOKON

A direkt-rendszeres leirds dnmagaban még megengedné, hogy a kiillonb6z6 komponensek kozott
nemtrivialis atmeneti homomorfizmusok hassanak. A cikk egyik legfontosabb eredménye, hogy véges rende-
zett halmazon ez nem fordulhat el6. A rigiditasi eredmény szerint minden nemtrivialis atmeneti leképezés
egységkonstans. Vagyis, ha 4 alacsonyabb komponens, B magasabb komponens, akkor az 4-b6l B-be mend
kanonikus leképezés minden elemet B egységelemébe kiild. Ez ers degeneracio: a felsé komponens az alsd
komponenst csak a sajat egységén keresztiil latja. A jelenség a véges lancokra jellemzo.

A rigiditas kovetkezménye, hogy a kiilonb6z6 szinteken fekvo elemek vegyes szorzata elnyelé modon
viselkedik. Ha x az alsobb komponensben, y a felsébben van, akkor xy = y = yx. Igy a direkt-rendszeres rep-
rezentacio a véges esetben ordinalis 0sszeghez hasonlo konstrukcidva valik: a komponenseken beliil megma-
rad a sajat szorzas, a komponensek kdzott pedig a magasabb szint dominal.

A végso reprezentacios tétel négy részbol all. El6szor minden véges lokalisegység-illesztett rendezett
monoidhoz kanonikus, egységkonstans direkt rendszer tartozik, amelynek komponensei z-multiplikacio-
kohézivek. Masodszor minden ilyen egységkonstans direkt rendszerbdl véges lokalisegység-illesztett rende-
zett monoid épithetd. Harmadszor az eredeti monoid kanonikusan visszanyerhetd sajat direkt rendszerébdl.
Negyedszer, ha egy kiilsleg adott direkt rendszer komponensei mar z-multiplikdcio-kohézivek (tobabb nem
dekompozalhatoak), akkor a rekonstrualt monoid kanonikus felbontasa pontosan visszaadja az eredeti kompo-
nensfelosztast.

6.EGY PELDA ES A SZAMITASTUDOMANYI JELENTOSEG

A lenti példa egy 29 elemi véges monoid Cayley-tablajan mutatja be annak t-multiplikacio-kohéziv
felbontasat. A szinezett blokkok a komponensekhez kapcsolodo tartomanyokat jelzik, a tablazat alatti t-sor
megadja az egyes elemek lokalisegységét, alattuk a komponensmonoidok izomorf példanyai (sztenderd alap-
halmazon, a kdnnyebb attekinthetdség kedveéért). A példa szemlélteti a komponensek nemtrivialis bels szor-
zasat ¢s a komponensek kozatti rigid, elnyeld viselkedést is.

A t-multiplikacio-koherens felbontas algoritmikus szempontbdl is relevans. Egy véges monoid teljes
inputja a Cayley-tablaja és a rendezés. EbbOl el6szor kiszamithatd minden elem z-értéke, majd a pozitiv
idempotens vaz. Ezutan graf- és particiofinomitasi eljarassal meghatarozhato a z-stabil és a z-multiplikécio-
koherens felbontas. A komponensek és az 6sszek6té homomorfizmusok explicit médon kiolvashatok. Igy a
cikk matematikai tétele egy adatnormalizalo algoritmus matematikai helyességi hatterét adja: elegendo a ka-
nonikus adatstruktarat, azaz a komponensmonoidokat tarolni.

A konferencia oktatasi aspektusarhoz: a példa egy szemléletes konstrukciot kinal az absztrakt algebra
¢és szamitdgépes adatreprezentaciok kozott. A monoid axiémai, a monotonitas, az idempotensek, a particiok és
a grafkomponensek mind véges objektumokon ellendrizhetdk. Ezért a tétel alkalmas arra, hogy diszkrét mate-
matika, algebrai algoritmusok vagy formalis modszerek oktatasaban példaul esettanulmanyként szerepeljen.
A bizonyitasok nélkiil is jol lathato az altalanos informatikai minta: lokalis invariansokbdl kanonikus adat-
struktura, és az abbol visszanyerhetd globalis objektum.

7.0SSZEGZES

A dolgozat f6 eredménye, hogy a lokalisegységek kanonikus szervezdelvet biztositanak véges rendezett
monoidokon. A 7-leképezés blokkszintli multiplikativ koherenciaja meghatarozza azokat a komponenseket,
amelyekbdl a monoid direkt-rendszerként rekonstrualhato. A véges eset rigiditasa ezt a direkt-rendszert tovabb
egyszerUsiti: a nemtrivialis atmenetek egységkonstansok, ezért a komponensek kdzotti szorzas ordinalis 6sz-
szegszert, abszorpcioként jelenik meg.

A felbontas kanonikus, izomorfizmus-invarians és kétirany. Nem el6re megadott komponenseket il-
leszt 6ssze, hanem a monoid sajat szorzasa és rendezése alapjan allitja eld a komponenseket; ugyanakkor meg-
mutatja, hogy a megfeleld direkt rendszerekbdl pontosan ilyen monoidok kaphatok vissza. Ez a perspektiva
egyszerre kapcsolodik a rendezett algebra hagyomanyaihoz és a véges struktirak algoritmikus feldolgozasa-
hoz.

A kutatast az NKFI K146701 projekt tdmogatta.
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1. abra. Egy lokdlisegység-illesztett véges rendezett monoid Cayley-tabldja a t-sorral,
alul a komponensmonoidok; a hattérszinek a kanonikus komponensekhez tartozo tartomanyokat jelzik
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