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Abstract

Periodically correlated and seasonal non-negative integer-valued autoregressive processes are investigated.
A spectral criterion involving the model parameters is given for the existence and uniqueness. The structure
of the mean and covariance functions of the periodically stationary distribution of the model is derived. Two
infinite series representations for the process, the moving average, and the immigrant generation, are
established. A real data application is presented for Pickup data.
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Kivonat

Periodikusan korreldlt és szezondlis, nem negativ egészértékii autoregresszios folyamatokat vizsgalunk.
A folyamat letezésére és egyértelmiiségére vonatkozéan megadunk egy, a modell paramétereit figyelembe vevd
spektralis kritériumot. Levezetjiik a modell periodikusan staciondrius eloszldsa dtlag- és kovariancia-
fliggvényeinek szerkezetét. Meghatarozzuk a folyamat két végtelen sorral valo eldadllitasat: a mozgodtiagot és
a bevandorlok generdcidin alapulot. Bemutatunk egy valos adatalkalmazast az atvételi (Pickup) adatokra
vonatkozoan.

Kulcsszavak: egész értékii autoregresszid; binomialis ritkitas; periodikussag; szezonalitas; Pickup adatok

1.BEVEZETES

Egy diszkrét ideji sztochasztikus folyamatot {Y;}, ahol 7 egész szamot jeldl, periodikusan korrelaltnak
(PC) vagy tag értelemben vett periodikusan stacionariusnak neveziink, ha az atlagfiiggvénye u(t) := E(Y;) és
az autokovariancia-fiiggvénye R(s, ¢) == cov(Ys, ¥;) minden s, ¢ esetén 1étezik, és periodikus fiiggvények s >
1 egész periddussal. Ha s = I, akkor a folyamat gyengén stacionarius. A PC-folyamatok szamos teriileten
eléfordulnak, példaul az orvostudomanyban, a hidroldgiaban, a klimatologiaban és a 1égszennyezés teriiletén.
A legtjabb eredményeket illetéen lasd pl. Gardner és tsai [8] és Hurd és Miamee [10]. A PC-folyamatok mo-
dellezésének természetes modja az, ha megengedjiik, hogy a stacionarius modellek paraméterei id6vel
periodikusan valtozzanak. Példaul az autoregressziods és mozgoatlag (ARMA) modellt kiterjesztették periodi-
kus ARMA (PARMA) modellre a PC-folyamatok esetében. A PARMA-folyamatok 1étezését Pagano [17] és
Vecchia [19] tanulmanyozta. A PARMA modellekre vonatkozoé statisztikai kovetkeztetés megtalalhatd Lund
¢s Basawa [14], valamint Basawa és Lund [3] tanulmanyaiban.

Egy gyengén stacionarius folyamatot szezondlisan korrelaltnak neveziink, ha a y autokovariancia fiigg-
vénye, amelyet a kovetkezOképpen definialunk: p(h) := R(t + h, t) minden A, t €Z esetén, szezonalis mintazatot
mutat. A gyengén stacionarius szezonalis idosorok esetében a Box—Jenkins-modszertan részeként széles kor-
ben hasznalt paraméteres modell a szezonalis ARMA (SARMA) folyamatok osztalya, legyenek azok tisztan
additiv vagy multiplikativ folyamatok — lasd pl. Shumway és Stoffer [18] 3.9. szakaszat és az ott talalhatd
példakat. A SARMA-modellekben torténd kovetkeztetéssel tobbek kozott Chatfield és Prothero [3] foglalko-
zott. A gyakorlatban az idésorok mind szezonalis, mind periodikus viselkedést mutathatnak, mivel periodikus
autokovariancia szerkezetiikben szezonalis mintazatok is megjelenhetnek. A periodikusan valtoz6 paraméte-
rekkel rendelkez6 szezonalis ARMA-folyamatokat (SPARMA) Basawa ¢és tarsai [4] vezették be. Ilyen idGso-
rok gyakran fordulnak elé az 6konometriaban, lasd a 4.2. szakaszt Koopman és tarsai [12]-ban, valamint
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Hindrayanto és tarsai [9] 3.3. szakaszat, ahol SPARIMA-modelleket alkalmaztak az amerikai havi munkanél-
kiiliség idésorara. A valos értékii idésorok szezonalitasanak és periodicitdsanak modellezésérdl tovabbi rész-
letek a Lund [13] és Baek és tsai [3] munkakban talalhatoak.

Az utobbi idében egyre nagyobb az érdeklddés az olyan {Y; } szamlalo folyamatok irant, ahol Y; egyedek,
targyak, vagy események z idopontban torténo el6fordulasainak szamat jeldli; 1asd pl. Davis és tsai [6] és Weiss
[20]. A szamlalé folyamatok esetében a standard AR-modell analogja az egész értékii AR (INAR) modell. Ez
a ritkitd operatoron alapulé modell versenyképes alternativanak bizonyult mas megkozelitésekkel szemben,
pl. a paraméter-vezérelt modellek, mint a latens Gauss-transzformaciok, a rejtett Markov- és GLARMA-mo-
dellek; a megfigyelés-vezérelt modellek, mint a linearis és log-linearis Poisson-autoregresszid, valamint a ko-
pula-alapt modellek. Az elsérendit INAR (INAR(1)) modellt McKenzie [15] és Al-Osh és Alzaid [1] vezették
be, egymastol fliggetleniil.

Filho és tsai [7]-ban bevezetésre keriilt a PINAR(1,15) nevii, nem negativ egész értékii idésor-modell.
A modellt késébb tovabb vizsgaltuk [11]-ban. Tudomasom szerint ez volt az els6 olyan egyszerti egész-értékil
idésor-modell, amely egyszerre mutat periodikus és szezonalis autokorrelaciot. A modellt alkalmaztuk anti-
biotikumot kapd 1éguti betegségben szenved6 emberek napi szamanak modellezésére a siirg6sségi ellatasban
a kozegészségiigyi rendszer szamara. A PINAR(1,15) modell szamos korabbi idésor modellnek az altalanosi-
tasa. A cikkekben bizonyitottuk a PINAR(1,15) folyamat Iétezését és egyértelmiliségét amennyiben teljesiil
egy, a modellparamétereket figyelembe vevo, spektralis feltétel. Levezettiik néhany tulajdonsagat és megadtuk
két végtelen sor altal valo eldallitasat: a bevandorlo generaciokon alapuld sorfejtést, amely egymastol fligget-
len komponensekbdl all; valamint a végtelen mozgoatlag kifejtést, amely korreldlatlan, de egymastol mar
fligg6 komponenseket tartalmaz. Az eredmények azt mutatjak, hogy a masodrendi strukturaig a PINAR(1,1)
folyamat nem kiilonbozik egy megfeleld PAR(1,15) folyamattol, azonban az innovacios folyamat fiiggdségi
szerkezete mar sokkal bonyolultabb az egész-értéki esetben. A vizsgalatok 6 eszkdze az idésor implicit sta-
cionarius vektor allapotteres leirasa.

2.A MODELL

Az elsérendii, periodikus és szezonalis, egész-értékii {Y;} autoregresszidos folyamatot, amelyet
PINAR(1,15) folyamatnak neveziink S szezondlis periddussal, ahol S € {2, 3, ...}, a kdvetkezd periodikus
sztochasztikus differenciaegyenlet megoldasaként tudjuk bevezetni:

Yis+s—1 Yis+s—s
Yises = z $kys,j Tt z Mi,s,j t Eks+s
j=1 j=1

aholk €7, s =1,...,S. Az egyenletben a Y 5, jelolés a k-adik periodus s-edik szezonjara vonatkozo sorozatot
jeloli. Példaul havi adatok és éves szezonalitas esetén S = 12, s az év honapja, k pedig az év indexe.

A konnyebbség kedvéért a nem periodikus Y; jelolést és a periodikus Ys, ¢ jelolést felcserélhetoen fog-
juk hasznalni. Az egyszeriiség kedvéert feltételezziik, hogy a {$y s j} €s {Nk ;} véletlen valtozok fliggetlenek
¢s Bernoulli-eloszlasuak eloszlastak, ahol a varhato ert€k E(§y s ) = as, illetve E(ny 5 ;) = s minden s = /,...,
Sésk €7, j €N esetén. Megjegyezziik, hogy az eredmények érvényesek altalanosabb ritkitd operatorokra is,
amelyek mas, korlatlanul oszthatd szamlald eloszlasokon alapulnak. Az ag, B¢ € [0, 1] paramétereket, ahol s
= 1,...,S, a modell autoregresszios egyiitthatdinak nevezziik, ahol az a;-ek az elsdrendll idébeli fliggbségért,
az Bs-ek pedig a szezonalis fliggdségért felelosek. A bevandorlasi folyamat {&,} nem-negativ egész értékii
véletlen valtozok egy sorozata, ahol az € = (€xg41,..-» Exs+5)s K € Z, véletlen vektorok fiiggetlenek és azonos
closzlastiak, véges A varhato érték vektorral. A bevandorlasi véletlen valtozok egy adott idészakon beliil azon-
ban korrelalhatnak egymassal. Megjegyezziik, hogy ez a tulajdonsadg a modellt altalanosabba teszi az eredeti
modellnél, 1d. Filho et al. [7]. Ezenkiviil a {$i s i}, {Mksj} €8 {€x} halmazok egymastol fliggetlenek. Az lires
Osszeg értekét 0-ként definialjuk a modell képleteiben. Az Osszes véletlen valtozo egy kozds valoszinliségi
téren van definialva.

A PINAR(1,15) modellnek harom véletlenszerli komponense van, mivel a folyamat elemeinek halmaza
az s-edik id6szakban a kdvetkez6 harom, egymastol fiiggetlen 01j elemekbdl allo részhalmazbdl all. Az el6z6
generaciobol fennmaradt elemek, amelyek talélési valoszinlisége ag. Az egy korabbi idoszak elemeibdl szar-
mazo, [ sziiletési valoszinliséggel rendelkezd, szezonalisan Gjonnan sziiletett elemek. Valamint a rendszerbe
A intenzitassal belépd Gj elemek, amelyek a bevandorlasnak felelnek meg. Ezenkiviil az a,, 5 autoregresszios
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egyiitthatok és a A¢ bevandorlasi intenzitasok, s = 1,...,S, az S periodusnak megfeleléen idészakosan valtoznak.
Ebben az 6sszefiiggésben a PINAR(1,15) modell mind a szezonalitast, mind a periodicitast figyelembe veszi
az autoregresszios egyiitthatokban, vagyis egyfajta szezonalisan korrelalt periodikus (ciklo-stacionarius) mo-
dellnek tekinthetd, hasonléan a standard linearis idosorokra vonatkozo periodikus SARIMA-modellhez.

A PAR-modellre ismert allapotteres megkozelitést kovetve a PINAR(1,15) modell a matrixos binomi-
alis ritkito operator segitségével algebrai formaban atirhatd az alabbi modon. A matrixos binomialis ritkitd
operatort, amelyet matrixos Steuel- és van Harn-operatornak is neveznek, M- jeldléssel jeldljiik, ahol az S x S
dimenzidju M° = (m; ; °) matrix egymastol fliggetlen binomialis ritkito operatorokbdl all. Definidljuk az ¥
allapot vektorokat ugy mint Y, := (Yigy1,..., Yists), kK €Z, és tekintsiik az {Y} és {€,} nem-negativ egész
értéki sztochasztikus folyamatokat. Ekkor belathato, hogy a fenti modell egyenlet az alabbi stacionarius vektor
egyenletté irhatd at:

Yk =Ak°Yk+Bk°Yk—1+£k

ahol az A, és B, matrixos binomialis ritkitd operatorokat a PINAR(1,15) modellbeli megfelel6 véletlen 6sz-
szegekkel definialjuk. Ezt az egyenletet a PINAR(1,1¢) modell implicit allapotteres leirasanak nevezziik. Eb-
ben a leirasban {4, By, €} teljesen fliggetlen sorozatot alkot. Az S x S dimenzids, azAj, és B;, matrixos bino-
mialis ritkitd operatorokhoz tartozo, 4 és B varhato érték matrixok az alabbi formaban irhatoak fel:

0 .. 0 B .
a, - ] B = [ Do ]
0 g 0 0 ﬂS

A=

flymodon, 4 és B nem-negativ matrixok.
3.ELMELETI EREDMENYEK

El6szor bevezetjiik a kdvetkezd spektralis feltételt. Az A + B matrix spektralis sugara kisebb mint 1,
azaz ez a matrix egy nem-negativ stabil vagy konvergens matrix. Ez a feltétel jol ismert tobbek kozott a peri-
odikus ARMA folyamatok elméletébdl. Els6 eredményként megadjuk az allapotteres leiras stacionarius meg-
oldasanak p varhat6 érték vektorat és X variancia matrixat. El0szor is lathato, hogy ezek a mennyiségek az
alabbi egyenleteket elégitik ki:

p=>U-A"1Bu+d)
és
= —-A)"YBEBT + diag((Vy + Vp)p) + 4)((I — A)™HT

ahol A a bevandorlas vektor variancia matrixa. Amennyiben teljesiil a spektralis feltétel, gy ezek az egyenle-
tek egyértelmiien megoldhatoak és a p valamint X mennyiségekre explicit kifejezés adhato.

Masodik eredményként a kovetkezo jellemzés adhato az {Y;} PINAR(1,15) folyamatra. Az alabbi alli-
tasok ekvivalensek egymassal: (i) {Y;} egy periodikusan korrelalt folyamat S periddus hosszal; (ii) A nem-
negativ egész értéki véletlen vektor (Y3, ..., Ys) varhato érték vektora (u) és kovariancia matrixa (X) 1étezik és
véges valamint kielégiti a fenti egyenleteket; (iii) {Y} egy gyengén stacionarius folyamat, amelynek p var-
hat6 érték vektora és X variancia matrixa kielégiti a fenti egyenleteket.

A harmadik eredmény azt mondja ki, hogy az {Y } gyengén stacionarius folyamatnak 1étezik egyoldali
mozgodatlag eldallitasa az alabbi formaban:

Ye=pu+ ) ((U-A'BYwW,_;
j=0
ahol a {W,} folyamat egy fehér zaj.

A negyedik eredmény a PINAR(1,1s) folyamat S-dimenzids stacionarius allapottér {¥,} reprezentaci-
ojanak 1étezését és egyértelmiiségét biztosito tétel. A spektralis feltétel mellett 1étezik egy majdnem biztosan
egyértelml, a jovotol nem fiiggd, és gyengén stacionarius nem-negativ egész-vektor értékii {Y, } folyamat,
amely kielégiti a staciondrius allapot vektor egyenletet. Ez a {Y } folyamat el6allithaté egy majdnem biztosan
konvergens végtelen sorral:
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Yy = 2 A%
j=1

ahol Z g ) a bevandorlok j-edik generacids utddainak szamat jeloli a k-adik idépontban 1év6. Az {Y; } folyamat
erdsen stacionarius és ergodikus, varhato érték vektora u, valamint varianciamatrixa X. Ezentul, az {¥}} fo-
lyamat autokorrelaciéo matrix fliggvénye megegyezik egy elso rendii vektor autoregresszios (VAR) folyamat
autokorrelacioé matrix fiiggvényével.

4. ALKALMAZAS ATVETELI (PICK-UP) ADATOKRA

Ebben a fejezetben azt a szamlalo idGsort (Pickup data) vizsgaljuk meg, ami egy atvételi pontokat kezel
vallalat egyik atvételi pontjarol (PUP — pick up point) naponta felvett csomagok szamat adja meg. Ez egy csv
fajlban tarolt, egy atvételi pontnal felvett sszes csomag napi Osszesitésébol all. Az adatallomany elérhetd a
https://github.com/cabani/forecastingparcels oldalon; lasd Nguyen et al. [16]. Ez a valds adatsor a 2017. jllius
3. és 2019. december 29. kozotti idészakra vonatkozik, ami t = 910 napi (n = 130 hét) megfigyelést eredmé-
nyez. Az 1. abrén lathatd sorozat erds periodikus ingadozast mutat abban az értelemben, hogy az atlag és a
variancia periodikusan valtozik. Ezt alatdmasztjak az idésor autokorrelacio fiiggvény és periodogramja is, 1d.
a 2. abra. Mindezen empirikus eredmények azt timasztjak ala, hogy a PINAR(1,15) alkalmas lehet az idGsor
dinamikéjanak leirasara. Az idosor kérésre elérhet a szerzo6tol, az azt elemz6 R- és Python-kodokkal egyiitt.
Az adatokat az R szabvanyos id6sor konyvtaraival dolgoztuk fel, a perarma fliggvény segitségével a periodikus
id6ésorok elemzéséhez, valamint olyan Python-kdnyvtarakkal, mint a csv, numpy, pandas és scipy. Az eredmé-
nyeket a két szoftver kimeneteinek 6sszehasonlitasaval is ellendriztik.

Az adatokra egy PINAR(1,1-) modellt illesztettiink az Yule-Walker modszer segitségével. Ez a becslési
moddszer nem igényel semmilyen feltételezést a ritkitd operator és a bevandorlas eloszlasarol. A PINAR(1,1,)
modell paramétereinek becsléseit az 1. tablazat tartalmazza. Ezek a paraméterértékek mélyebb betekintést
nyujtanak az idosor dinamikéjanak megértéséhez. Azt mutatjak, hogy az elsérendi id6beli fiiggdség vasarnap
kivételével minden nap szignifikans, és erdsebb, mint a szezonalis fiiggdség. A legnagyobb elsorendil
autoregresszios egyiitthatd csiitortokon figyelhetdé meg, ami erds fliggdséget jelez az el6z6 szerdai értéktdl,
mig a legnagyobb szezonalis autoregresszids egyiitthatok pénteken és szombaton figyelhet6k meg, ami er6-
sebb szezonalis fliggdségre utal az egymast kovetd hétvégék kozott. Ezzel szemben a bevandorlas hatasa a hét
elején a legnagyobb (hétfén és kedden). Végiil, mivel az autoregresszios paraméterek vasarnap nem szignifi-
kansak, az iddsor itt fehér zajként viselkedik.

Tablazatok:

PINAR(1,1,) modell paramétereinek becslése a Pickup adatokon 1. tablazat
Vasarnap | Hétfo Kedd Szerda Csiitortok Péntek Szombat
0.065 0.224 0.280 0.337 0.547 0.398 0.346
—0.072 0.165 —-0.014 0.171 0.196 0.207 0.218
A 1.393 12.321 14.072 10.122 7.092 10.137 5.698
Abrk:
1. abra. Az arvételi (Pickup) adatok iddsora
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2. abra. Az atvételi (Pickup) adatok periodikus atlaga, variancidja,
autokorrelacio fiiggvenye és periodogrammja
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