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Abstract

This article suggests that the newly developed language Julia — in the following called julialang — to be used
as a tool for mathematical modelling. The language is based on other modern computer languages and is
aimed to be at ease for mathematicians who can use it — together with its programming / coding environment
— for implementing, understanding, and testing new algorithms. If necessary, the algorithms can be scaled up
and run on a large — massive scale.

In the article we present the distinctive features of julialang — based on comparisons with the Python language
and on some novel programming concepts -, followed by a few application domains that might make julialang
a popular teaching tool. The article emphasises the ease of developing new algorithms in julialang.
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Kivonat

Jelen irasban egy Uj nyelvet - a JULIA nyelvet - ismertetlink, melyet a tovabbiakban julialang-ként hasznalunk.
A julialang egy viszonylag "fiatal", de intenziven fejlesztett nyelv, melyet feladatok matematikai modellezésére
és azok gyors és skalazhato tesztelésére optimalizalnak. A programnyelv kifejlesztésénél cél az is, hogy legyen
elérhetd egy kodold-kdrnyezet - matematikusoknak eszkéz -, melyet kénnyen kezel egy matematikus; ebben a
kornyezetben tud fejleszteni is 0j algoritmusokat; ezeket tudja tesztelni, illetve — amennyiben sziikség — ezeket
fel is tudja skalazni nagy rendszerekre.

Bemutatjuk a nyelv jellemzdit - melyet a Python nyelv ismeretére, illetve a programozasbol ismert funkcionalis
nyelvek és kompilatorok sajatossagaira alapozunk - majd bemutatunk néhany hasznos alkalmazasi teriletet.
Kiemelendd, hogy a julialang nagyon kénnyen hasznalhato az oktatasban is, mely konnyedséget igyeksziink
hangsulyozni a bemutatas soran.

Kulcsszavak: julialang programnyelv, jupyter, matematikai modellezés, szdmitégépes matematika, oktatéas

1. BEVEZETO

A szamitogépek és a szdmitastechnika gyors Utemii fejlédése mara mar kdzhely; a szamitasi- és kom-
munikacios infrastruktira a huszadik szazad kdzepétdl rohamléptékben béviil. A fejlédés nagyvonalakban ko-
veti az 1960-as évek végén Moore altal megfogalmazott skalazasi torvényt! és a 2020-as években e ,,torvény”
indukalt valtozasainak a kovetkezménye, hogy — foképp kiilsé szemlélé szerint — elképzelhetetlenll sok sza-
mitasi és tarolasi kapacitas all rendelkezésre. A megndvekedett kapacitas; kovetkezésképp a megndvekedett
adatok kihasznalasi szintje csokkend; ez a csokkend hatékonysag hasonlatos az 1970-es évek szoftverkrizisé-
hez?, amikor az akkori szamitasi kapacitas novekedésre valaszul megjelentek a programozasi paradigmak:

L A Moore altal megfogalmazott exponencialis fejlédés-gorbe szerint a szamitdgépes kapacitas kétévente megkét-
szerez6dik. A link: https://www.britannica.com/technology/Moores-law (acc: 2022 okt. 1)

2 A, szoftverkrizis” kifejezést 1968-ig lehet visszakdvetni: a mérnokok nem tudtdk az elvart mindségii és bonyo-
lultsagh szoftvereket legyartani az elvart idében. A link: https://en.wikipedia.org/wiki/Software_crisis (acc: 2022 okt. 1)
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elébb a strukturalt programozas, majd az objektum-orientalt programozas. Ezen paradigmék egyrészt sikeresek
voltak a névekvé bonyolultsagh rendszerek kifejlesztésében, masrészt lehetové tették még nagyobb és komp-
lexebb rendszerek létrehozasét.

A ndvelt bonyolultsdgl rendszerek sokféle programozaési és absztrakcids igényt Kielégitettek: lehetett
kiadvanyokat szerkeszteni®, lehetett még bonyolultabb programokat tervezni4, mint példaul a ma is kézismert
Visual Studio; ezekre, mint IDE hivatkozunk (integrated development environment — lasd 4. labjegyzet). A
tovabbiakban a hangsulyt a matematikai — zémmel numerikus — fogalmak kezelésére hasznalt program-kdrnye-
zetekre helyezziik, ebbdl kiemelve két rendszert: a Mathematica és a Matlab kornyezeteket®.

A fenti rendszerek jellemzo6i, hogy (1) biztositanak egy ,,fejlesztdi kornyezetet” az alapvetd matematikai
—numerikus —modellek implementéalasara és tesztelésére, illetve hogy (2) lehetévé teszik a megirt programkod
— sok esetben a modellek egy-egy komponense — fejlesztés kozbeni tesztelését; ez sok esetben részleges Kiér-
tékelést, matrixok feliiletként torténd megjelenitését, illetve mas — intuitiv vizualizacios megjelenitést feltéte-
lez; (3) ezek a rendszerek platform-fiiggetlenek: futtathatdak kiilonbozé — elterjedt — operacids rendszereken®.

A szamitogépes rendszerek gyors fejlédésének egyik velejardja, hogy e rendszerek kiszolgald hardver-
e nagyon heterogénné valt: nagyon sok szdmitogépes rendszerben méasképp miikddnek az egyes komponensek,
mas tipusl a rendelkezésre allé szamitasi kapacitas, illetve masképp lehet a szamitasi egységeket ,,ellatni”
adatokkal annak érdekében, hogy a kapacitasukat ki tudjuk hasznalni. Ez a heterogenités azt jelenti, hogy —
amennyiben a hagyomanyos, minden eszkdz-kategoriara kiilon — kompilatort hasznalunk, akkor a programozé
feladata, hogy ezen kiilonboz6 eseteket kezelje.

A programok fejleszt6i munkajat megkonnyitendd, megjelentek az az ,interpretalt” nyelvek — ezt a
,.kompilalt” nyelvek ellenpontjaként definialjuk — melyek megkdnnyitik a programozé munkajat és az adott
szamitasi infrastruktaran futtatjak az altalaban nagyon magas szinten megirt programkédot. Ebbe az interpre-
talt programozasi nyelvek kategdridba tartozik a fent emlitett két programnyelv és IDE is: a Mathematica és a
Matlab alapértelmezetten nem forditanak gépi kodra, hanem az IDE-ben futtathaté a megirt kdd, ezaltal itt
tesztelhet6 a modell. Ebbe a csaladba tartozik sok més — a Mathematica / Matlab nyelveknél joval ,,fiatalabb”
— programnyelv, a jelen cikk szempontjab6l szamunkra a Python nyelv kiemelt’; egy interpretalt nyelv, mely
nagyon elterjedt, rendelkezik objektum-orientalt alapokkal és napjaink ,,deep learning” alkalmazasok alapja.

Az elkdvetkezSkben egy — a python-nal is fiatalabb - Gj nyelvet mutatunk be, a julialang® nyelvet, mely-
nek fejlesztése 2008-ban kezd6dott. A fejlesztés egyik célja, hogy ez az ij magas-szinti{i programozasi nyelv
képes legyen megosztott és parhuzamos programok leirasara és futtatasara, ugyanakkor a programkod kozel
legyen a matematikai nyelvezethez és ne tartalmazzon sok — matematikai szempontb6l — programozés-techni-
kai sallangot, mellyel a kod futtatasat ellendrizziik. Az 0j nyelv célja volt tehat, hogy a nyelv érthetd legyen az
adatfeldolgozé algoritmusokat programozd matematikusok szamara is.

A kovetkezokben néhany olyan jellegzetességet sorolunk fel, melyek a klasszikus rendszereknél gondot
jelentenek és a julialang esetében megoldas szilethet erre.

1.1. A hardver soksziniisége és a virtualis gép

A matematikai — modellezési, gépi tanulasi, illetve ,,deep learning” tipusu — rendszerek szamitasigénye
nagy: egyszerlibb esetekben ezek nagy matrixok 0sszeszorzasat jelentik, a matrixok elemeire ugyanazon fiigg-
vények alkalmazésat, azonban bonyolultabb esetekben egy nagy szamitasi graf ismételt végrehajtasat kell el-
végezze. Az ilyen szamitasi feladatokra adott valaszok sokfélék: egyrészt lehet egy kdzponti szamitasi egy-
ségben — CPU-ban — tobb, logikai vagy fizikai mag, lehet egy alaplapon tébb CPU, lehet egy-egy alaplapot
tartalmazd gépbdl sok, melyet egy klaszter-be csoportositanak. Egy masik felosztas szerint pedig lehet a

3 Ennek korai képvisel6i a DTP (desktop publishing) név alatt csoportosultak, jellemz8i a WYSIWYG - az angol
»what you see is what you get” roviditése — és az 1980-as évek masodik felétsl a Macintosh — késébbi Apple — szamito-
gépek legfébb alkalmazasa (link: https://en.wikipedia.org/wiki/Desktop_publishing megtekintve. 2022. okt. 03)

4 A programok tervezésének legfobb kisegitbje az ,,integralt fejlesztéi kornyezet” — az IDE — integrated develop-
ment environment (https://en.wikipedia.org/wiki/Integrated_development environment megtekintve. 2022. okt. 03)

® Fontosnak tartjuk hangstlyozni, hogy az altalunk kiemelt Mathematica (link: https://www.wolfram.com/mathe-
matica) és Matlab (https://www.mathworks.com/products/matlab.html) mellett sok rendszer biztosit valamekkora abszt-
rakcidt és kdrnyezetet, mellyel elésegiti a rendszerek tervezését és implementalasat.

6 Ezen operacids rendszerek, a Windows, a Linux, illetve az MacOs és az OSX.

7 A python nyelv egy szintén interpretalt nyelv, mely napjaink programoz6i eszkoztarabdl kihagyhatatlan: a mate-
matikai modellezés, a ,,deep learning” el6tt és mellett a web-es rendszerek fejlesztésének is alapeszkdze.

8 Az angol julia programnyelvet alakitottam julialang formaba, melynek a célja az egyértelmdisités: a révid ,,go”
megfeleldje a golang, a ,.c” megfelelje a Clang; ily modon a megfeleltetés egyértelmiibb.
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miiveleteket végezni CPU-n; de lehet azokat ,,kiszervezni” egy-egy GPU-ra’, esetenként TPU-ra, de sztiletnek
Ujabb eszkdzok, melyek célja egy-egy specialis miivelet-osztaly optimalizalt végrehajtasa.

Egy valasz erre egy olyan virtualis gép megalkotasa, amely a magaszszintli programkodot képes atala-
kitani arra a hardver-re, melyen akarjuk a rendszert futtatni. A kdd futtatasa igy optimalis lesz az adott rend-
szeren. Ez azt jelenti, hogy a kddba nem kertlnek hardverkozeli utasitasok, de ugyanakkor azt is jelenti, hogy
a programkod mas kritériumoknak is meg kell feleljen, melyek lehetdvé teszik az utasitasok — részleges —
atrendezéset az optimalizalés érdekében.

A julialang esetében a rendszer — az interpreter — egy futasi-ideji kompilalast hajt végre, melynek célja
nem a gépi kod, hanem egy virtualis gépen — melyet LLVM-nek hivunk — futtathatd koztes kdd — ezt az LLVM
alakitja az adott hardveren fut6 binaris gépi kodda.

Fontos megjegyezni, hogy ez a virtualizacio lehetévé teszi a julialang kddok optimalizalasat és futtatasat
egészen kis — példaul egy Raspberry Pi — rendszert6l kezdve egészen nagy rendszeren is. Ez utobbira példa a
,,Celeste” projekt [lasd Regier et.al. 2016], melynek célja a megfigyelhet6 univerzum objektumainak osztalyo-
z4sa; az eszkdz a Bayes-féle osztalyozas —variaciészamitasi madszerekkel — volt és tobb, mint 9000 nagyka-
pacitast szamitdgépen futott. Az LLVM és a julialang altal képviselt programozasi paradigmak egyik alkal-
mazésa egy létez6 elektronikai szimulacios rendszer atirasa Gigy, hogy a rendszer hdrom nagysagrenddel gyor-
sabb legyen'?; a julialang az alkotéi szerint ezzel a C-hez és a Fortran-hoz csatlakozott a nagyhatékonysagu
szamitdgépes rendszerek programnyelvei kdzé.

Szadmunkra — itt kutatasi és oktatasi szempontokra hivatkozunk — fontos, hogy az LLVM-re torténd kom-
pilalas a julialang-ban torténd fejlesztést teljesen platform-fliggetlenné teszi. Azt jelenti, hogy a kutatdk sza-
mara nem sziikséges a kiilonb6z6 architektarakra valo felkészilés; az oktatoknak és didkoknak pedig csak a
fontos — algoritmikus szempontokra kell figyelnilik — ezaltal ndvelve a kutatoi és oktat6i munka hatékonysagat.

1.2. A ketnyelv dilemma

A matematikai modellezés teruletén gyakori, hogy az algoritmusok megalkotasanal a programozoi
munka két részre tagolodik: egy els6 részen a modell ,,matematikai” részleteit rogzitjiik és az algoritmust egy
magasabb-szintii programozoi kornyezetben fejlesztik, ekkor altalaban a Mathematica / Matlab a fejlesztés
eszkdze. Ebben a fazisban altalaban az algoritmus kifejlesztése zajlik; az adathalmazokat cstkkentjik; a futasi
1d6t igyeksziink megbecsiilni és a modell bonyolultsagat be- [k, %)) = (1-x2)~2 + 100%(x2-x2"2)"2
csulni. Amikor a modell és az ehhez kapcsolddd algoritmusok — |vr(x) = gradient(r,x)[1]
paramétereit meghataroztuk, akkor a fejlesztés folytatodik egy
hatékony programnyelvben; erre altalaban a C/Fortran program- ~ |*
nyelvek idealisak. A hangsuly a programozasi feladatok meg- °
kétszerezédése az Osszes koltséggel egyiitt. 1. 4bra: julialang programsorok: kiemel-

A julialang esetében van remeny arra, hogy ez a kett6zés jijk az UTF8 hasznalatat és az automati-
megsziintethetd: a megirt algoritmusokat — minimalis valtoztatas- "y \;s |ista-konstruktorokat (a 4. sorban).
sal — lehet hasznalni a termelésben. Egy — apro, de nem teljesen
elhanyagolhaté — szempont a programkddok forméazasa: a prog-

range(-2, 6, length=801)
[r((x1,x2)) for x» € x, X1 € x]

non

S

function gradient_descent(Dtr, ¢, Vloss;

ramozas soran hasznalhatjuk a teljes UTF8 karakterkészletet'! — n=0.1, T=100,
ahogy az 1. és 2. brakon lathatjuk — ez segiti a programok ,,ma- w = zeros(length(¢(Dtr[1][1])))
tematikusabb” leirasat; egy példa erre az ,,r” fiiggvény két argu- 1)6 .
y s 9 12 Ny . J or t in 1:T
mentuma, melyeket ,.x,”, illetve ,,x,”-ként definiadlunk — jelkeé- W o= nmeant
pezve a matematikai eredetii e/sd €s masodik koordinatat. A ma- Vloss(x,y,w,4)

sodik abra tartalmazza a napjaink ,,deep learning” modelljeinek for Cay) € Dre
alapalgoritmusat — a gradiens-tanul6 algoritmust, melynek para- - )

méterei a tanul6 adathalmaz, a ,.feature” fliggvény, a hibafligg- return w

vény derivaltja, illetve az algoritmus paraméterei. end

2. dbra: a gradiens algoritmus a
1.3. A dolgozat szerkezete Beautifulalgorithms.jl csomaghol.

® A ,,graphics processing unit” GPU — egy dedikalt eszkdz, mely egyszerii — matematikailag skalaris szorzatként
definialt — miiveleteket képes tobb nagysagrenddel gyorsabban elvégezni. Ehhez a sebességhez a GPU-nak sziiksége van
az adatoknak egy ,.kanonikus™ elhelyezésére, illetve azok specialis — grafikus memaoridnak nevezett — helyre torténd ma-
solasara.

10 A link: https://juliacomputing.com/media/2021/08/DARPA, megtekintve: 2022 okt. 1.

11 A kddszerkesztésnek egy modja a jupyter notebook; itt a LaTeX-szerti karakterlancot at tudunk alakitani UTF8
kodda, példaul az 1. abran a ,,v” jelet a ,,\nabla” leirasaval majd a TAB karakterrel tudjuk elérni.

204 EMT


https://juliacomputing.com/media/2021/08/DARPA/

XXII. Enelko — XXXII. SzamOkt

A cikk hatralevé részében bemutatjuk a julialang jellemzdit, kiemelve azokat, melyek miatt hatékony.
A bemutatas folyaman kiemeljiik azon jellemzoket, melyeket mas programozasi nyelvekbdl hasznosnak talal-
tunk és a julialang-ban is jelen vannak. Bemutatjuk a julialang alkalmazéasat adatok feldolgozaséara és model-
lezésre. A cikk dsszegzésében felsoroljuk azon elemeket, melyek a julialang szempontjabol elére mutatnak és
megemlitjiik azokat a jellemzoket, melyeken lehetne javitani. Megjegyezziik, hogy a vélemények nem objek-
tivek és tilkroznek egyfajta elfogultsagot a ,,tiszta programkod”, illetve a ,,sz€p algoritmusok™ irant'?, amint
azt a 2. abran lathatjuk.

2. A JULIALANG-ROL ALTALANOSAN

A julialang egy dinamikus programozasi nyelv, melyben a véltozdkat és fuggvényeket tipusaik nélkul
tudjuk kijelenteni — ebben a tekintetben a programnyelv hasonl6 a python-hoz, a Mathematica-hoz, illetve a
Matlab nyelvhez. A fentiektdl eltér azonban néhany tekintetben, az egyik a kijelentett valtozok tipusaira vo-
natkozik: a julialang-ban van tipuslevezetési mechanizmus, amely a fenti csoport programnyelveibdl hianyzik,
azonban ez a tipuslevezetés nem annyira komplex — ,,okos” —, mint a funkcionalis nyelvekben megszokott.

A nyelv sajatja egy tipus-hierarchia (lasd a 3. &bréat), mely

tartalmazhat parametrikus tipusokat — ezek szintén a tipusos mo- Uint128
dern funkcionalis nyelvek sajatjai — és tdimogatja a struktirak de- _I Unsigned |__| : |
finiciojat, mint (] tipusokat.

A tipushierarchia a julialang esetében azt is jelenti, hogy a

tipusokrél tudunk bennfoglalasi relacidkat kérdezni a tipusokon i
értelmezett relaciok segitségével. Meg tudjuk kérdezni példaul,
hogy egy tipus egy masiknal altalanosabb vagy specifikusabb-e:
Number >: Integer —igaz —; azt is, hogy adott tipusoknak mik az
altipusai — subtypes —, illetve azt, hogy mi az 8se — supertype. E
Egy példat az Integer 0sztaly altipusaival a 3. dbran latunk.

A fentiek szerint tehat a julialang tipusos, azonban nem ob- | Bool |4 s |

jektum-orientalt nyelv. A tipus fogalma az adatok strukturalasara
vonatkozik és megengedett a konstruktor fiiggvény, mellyel meg- 3. abra: Julialang tipus-hierarchia rész-
adhatunk alapértelmezett értékeket egy-egy mezonek, illetve meg-  let: az Integer altipusait soroltuk fel a
hivhatjuk a strukttra alkotéelemeinek a konstruktorait. subtypes rekurziv meghivasaval.

2.1. Valtozdk, tipusok, fuggvények és a ,,multiple dis-
patch” fogalma

fl(x) = x+1
# Lambda-kifejezés

A inli _ 4 A f2 = x -> x+1
_ A_python _nyelvhez hasonlqan, a julialang ba_n a valt(,)zokgt et s oo
ki Iehe;t J_elent_em egy meg_feleltetesslel és akkor, amlqu a \{altogot function 3(x)
hasznalni fogjuk, azaz amikor szilkséguink van erre a valtozora. Er- x+1
telemszeriien — szintén a python-hoz hasonl6an — amikor a valto-  lend
zonak értéket adunk, akkor ennek tipusa is lesz, melyet az értel- 4. abra: Példa fuggvények kijelentésére a
mez6 vezet le. A levezetés eredménye egy konkrét — nem abszt-  julialang nyelvben: ,, matematikailag”,
rakt — tipus, jel6lése — a funkciondlis nyelvekhez hasonléan®® —a  funkciondlisa, illetve lambda-jeloléssel.

»valt::Tipus” jeloléssel adjuk meg. A tipusok nagybetiivel kez- [ = ="~

dédnek, ez javasolt a sajat tipusokra is. s 0<); (% 4% 3 =% 2 “»a
A fliggvényeket a mellékelt — 4. &bréan illusztralt — modoza- negate S e

tok egyikén: amennyiben a fuggvény ,.egyszer(i”, akkor elégséges abs a=»a

megadni a kimend érték kifejezését — ez a 4. abra els6 sordban ta- signum a->a

lalhat6. Amennyiben nem csak egy kifejezés a fliggvény, akkor
hasznalhatjuk a function és az end kulcsszavakat a fliggvény meg-
irasara, illetve hasznalhatjuk a ,,Jambda-jel61ést” amennyiben egy
magasabbrendii fiiggvény argumentumaként szeretnénk megadni
azt. Vegyuk észre, hogy egyik fuggvény sem tartalmazza az argu-
mentumainak a tipusat.

A julialang érdekessége, hogy — hacsak nem specifikéljuk explicit médon — a formalis valtozok tipusa
az Any; azaz a flggvenyek teljesen generikusak — a python nyelv-beli definiciokhoz hasonléan —, ez pedig

5. abra: Példa haskell tipusra: a Num ti-
pus esetében felsoroljuk a tipus altal in-
dukélt — hasznalhat6 — fliggvenyeket.

12 Egy gondosan megirt algoritmus-csomag a Beautifulalgorithms.jl, egy részletet a 2. dbra tartalmaz.
13 A haskell és a Clean nyelvekben a ,,valt::Tipus” Kijelentéssel definialjuk adott valtozo tipusat.
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ellentétes a modern funkcionalis nyelvekben elfogadott tipuslevezetéssel. A haskell esetében példaul a tipusle-
vezetések illeszkednek a ,,legspecifikusabb” tipusosztalyra, melyek segitségével az adott fiiggvény dsszes mii-
velete értelmezett (lasd a 6. abrat); az adott fliggvény végrehajthatd. A julialang ezzel szemben a tipusleveze-
tésnél ,, lusta”, ez a ,,negativ lustasdg”: a rendszer egyszerlien nem végez tipusellendrzést, a julialang esetében
a tipushierarchia tetején levo — a legaltalanosabb — Any absztrakt tipust felelteti meg.

A tipuslevezetés a haskell nyelv esetében a — a mellékelt 5. dbran lathat6 médon — a fliggvenyeken
keresztul valésithatd meg: a tipusosztalyt akkor adjuk a tipushoz megszoritasként, amikor a tipusosztaly egy
fliggvényét alkalmazzuk az adott valtozéra.

Mivel a julialang esetében az absztrakt tipusokhoz nem tarsulnak fliggvények, a pontosabb tipusmeg-
szoritdsok automatikus levezetése sem megvalosithatd. Itt ugyanis a tipusokat csak a felhasznélok latjak el
funkcionalitéssal; a julialang esetében fliggvények nevei mellett nyilvantartja a rendszer a fliggvény argumen-
tumainak a tipusat. Hivaskor azt a fliggvényt hivja meg a rendszer — hasonldan, de nem ugyandgy, mint az
objektum-orientalt programozas esetén az 6roklédés és a virtulis metddusok mechanizmusahoz — amelyik
tipusa a legkdzelebb all az aktuélis paraméterhez. Ezt a mechanizmust nevezziik ,,multiple dispatch”-nek.

A, multiple dispatch” illusztralasara tekintsik az 6. abran mellékelt kodot , ahol definialjuk a z fligg-
vényt tipusmegszoritasok nélkil, majd ugyanezzel a névvel definialjuk a string-et duplazé z fliggvényt. Ekkor
a julialang methods fliggvénye — szintén az 6. abran illusztralt médon — felsorolja a ,,z” fliggvényeit a para-
métereihez rendelt tipusokkal (az alapértelmezett any nincs feltiintetve a felsorolasban).

A ,multiple dispatch” tehat a julialang fuggvényhivasanak a mechanizmusa, mely altal a futasi id6ben
allapitjuk meg azt, hogy a methods-ban felsorolt figgveények kozll melyik lesz végrehajtva [lasd még a 3.
hivatkozast]. Erdekes Kisérlet példaul a hatvanyozas miiveletének
implementalasa; ugyanis latvanyosan masképp kell elvégezni az
egész, illetve a valos szamok hatvanyosazasat: amennyiben ,,k6ze- |, +7puc05an
litd” értéket szeretnénk, akkor hasznalhatjuk a (3.)~45 Kifejezést, |, (x.:string) = x~2
ennek kozelit6 értéke 2.95431e21, amennyiben pontos értéket sze- | # ekkor a fiiggvények
retnénk, akkor a (BigInt::3)~45, azaz 2954312706550833698643, €Z |> z(x::String) in Main at ...
»természetesen” hibas lesz az alapértelmezett 64 bites tarolas ese- |> z(x) in Main at ...
tén: 2833654757305440083.

A valtozdkrol sz616 rész végén megemlitjiik, hogy a julialang
sem hasznal memoria foglalast / felszabaditast, mutatdkat, hanem a
memoriakezelést a ,,garbage collection”* mddszerrel oldja meg: a
valtozok kijelentésénél térténik a memoria-foglalas; amikor a rend-
szer Ugy dont, hogy sziiksége lenne korabban lefoglalt tarhelyre, felszabaditja azon lokaciokat, melyekre mar
nincs hivatkozas.

A ,,garbage collection” és a dinamikus memoria-kezelés az ismert python nyelvhez teszi hasonléva a
julialang nyelvet. A dinamikus valtoz4-kijelentés konnyiti ugyan a programozast az adott nyelven, ez a ,,ha-
ladé programozdknak™ ugyanakkor gondot jelent, ugyanis a szigortan tipusos nyelvek esetében a tipusinfor-
macio sokat segit a kddok megértésében és a programok helyességének a megallapitasaban.

A tdbbi interpretalt nyelvhez hasonlé médon, a julialang esetében is Iényeges hatranyt jelent az, hogy a
programozdi hibakat csak futasi idében latjuk. Tovabba gond, hogy nem tudunk felszabaditani memériat, ha-
nem a rendszerre kell bizni; ezért a dinamikus memoriakezel6k a programok futasi sebességének a szorasat
nagyon megnovelik.

# elso kijelentés
z(x) =x +1

6. abra: Tipusok dltal vezérelt ,, multiple

dispatch”: a z fuggvénynek azt a példa-

nyat fogjuk meghivni, amelyik tipusa ko-
zelebb van az aktualis paraméterhez.

2.2. Osszetett tipusok, struktarak definicidja és a konstruktorok

A julialang esetén is tudunk — a C/C++ -hoz hasonl6an — 0j tipusokat Iétrehozni, melyet a 7. abran il-
lusztralt modon tehetiink meg. A julialang jellemzdje a strukturaltsdg és az, hogy nem objektum-orientalt.

A julialang tipusrendszere dinamikus — futasi idében is megallapithat6 egy valtozé tipusa — és hasonlit
a modern funkcionalis nyelvek tipusaira. Az egyszerii tipusok mellett jelen vannak a szdrmaztatott tipusok —
mint példaul a Tuple — ami tipusokat csoportosit'® —, amennyiben névvel szeretnénk ellatni, akkor a struct
kulcsszavat hasznéljuk, a 7. abrén illusztralt médon.

14 A garbage-collection — ,,szemétgyiijtés” — a dinamikus memoria-kezelés egyik sarokkéve, ahol a rendszer dont
arrol, hogy adott valtozénak mikor foglal 4j memoriat, azt mikor szabaditja fel, és hogyan kezeli a bonyolultabb struktd-
rakat és referenciékat.

15 Tipusokra lekérdezésére a typeof((1,2.5)) fliggvényt hasznaljuk, az eredmény Tuple{Intea,Floatea}.
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Annak ellenéere, hogy nem objektum-orientalt a nyelv, : -
X . struct Point{T <: Real}
az OOP-b6l ismerds konstruktor ellenben jelen van; ezzel tud- X 0 T
juk specifikalni a struktarék létrehozdsanak a részleteit. A ju- y:: T
lialang-ban a strukturak mezdi ,,csomagolva” vannak: amikor Point{T}(x,y) where {T<:Real} = new(x,y)
, , ; . A Point{Int32}(x,y) = new(1,1)
létrehozunk struct-tal valtozét, a mezok immutabilisak: a |qng
p::Point{Int8} létrehozasa utan a p.x és a p.y valtozok nem i
véltoztathatdak. Ez hasznos az ,.egységbezaras” illusztralasara 7. abra: Uj — parameéteres — tipusok Iétreho-
és a konstruktorok altal ellenérzott megszoritasok betartisara ~ Zasa: a Point egy ,, T" tipusi koordindta-
(l4sd alabb), és amennyiben az immutabilitast nem szeretnénk, Part jelent; megszoritas, hogy a koordinatak
a struktara definicidjanal kell megtenniink a ,,mutable” Kulcs- tipusai azonosak kell, hogy legyenek.
sz6 beszUraséval.

A nyelvi konstrukciot ki lett terjesztve arra az esetre is, amikor a struktdra elemeire megkotéseket te-
szunk: definialhatunk rendezett parosokat —a 7. abra point struktirajdhoz hasonléan — ahol az elsé attribatum
mindig kisebb mint a masodik; ekkor a konstruktor csak akkor jut el az allok&cidig, ha a kért feltétel teljesul:
Pair(x,y) = x>y ? error("out of order") : new(x,y).

A struct Kulcsszo struktarakat definial a julialang nyelvben, azonban a nyelv ,,specialitasa” a listakkal,
vektorokkal és a matrixokkal torténé miiveletek. Ennek alaptipusa az Array, melyet hasznalunk listak kezelé-
sére és szamsorok tarolasara egyarant.

2.3. Vektorok, matrixok és miiveletek matrixokkal

Az Array a julialang alaptipusa, elemek felsorolasat és ele- =5 -2 or 2
meként torténd feldolgozast tesz lehetdvé. Az Array egy Szar- |x_ s = range(-2,6, length=101)
maztatott tipus — a matrix (vektor, vagy tenzor) elemeinek a |# pdrosok matrixa
tipusat jelentjiik ki. A 8. bra két listakijelentést tartalmaz: az x_s  |*° 7 [ (X22x2)_
egy generator’®, mig az ss valtozé egy matrix — kétdimenzios Xi iy
tomb — amit az abran lathat listagenerator!’ hozott létre.® A ] -
Iétrehozot,t Array ti’pu_su vélyqzé minden eleme egy sgémp?r,_ 2 g 4bra: Listak létrehozasa generatorok-
ss valtozd pedlg k_ethlnenzms; ezt a for kulc_s.szo utarjl th ite-  al- az x_s Valtozéban a generatort tarol-
rator mutatja. A Jelples ’matematlkal formallzm.ust tukroz; Z juk, az ss véltozéban a struktdrat, melyet a
»X1€ xs” az ,xa” valtozonak rendre megfelelteti az x_s Mind- “jisa_generator segitségével hoztunk létre.
egyik elemet; a listageneratorban specifikalt fuggvényt elvégzi
minden esetben, a kimeneteket pedig elmenti a matrix Struktird- [y - -1.0.05:1 # x - Lokdcio
ban.*® y = sin.(2n*x) # a "broadcast"

Egy erglekes — a julialang kiemelt jellemzdje — a fliggve- ﬁliizgizzelzfah&Size:(mj129))
nyek vagy miiveletek ,,broadcast”-elése egy Array — lehet vektor
vagy nagyobb dimenzios entitas — tipusu valtozd 6sszes elemére. | 1.0
Ez matematikailag egy struktdra minden elemére alkalmazott | o5
fuggvény, a jeldlése pedig a fliggvény neve utani — vagy a miive- | 0.0
letjel el6tti — pont. Példa erre a 9. abran taldlhaté kod: az dbran 05
az x valtozo egy generator, melyet instancidlunk a sin értékek 05 5—— 5 4% o5 10
szamitasanal. Vegylik észre, hogy a jel6lés , kifejtheté” az alabbi

9. dbra: Példa a ,,broadcast” miivelet al-

kod-sorba: . oo ”
y = [sin(2n*z) for z € x] kalmazasara: a ,,sin” fliggvényt 41 ,,x
Amint lathatd, a 9. 4bra méasodik sora kifejez8bb és révidebb. ertekre kell kiszamolni; a plot abrazolja.

A tovabbiakban egy példan keresztll abrazoljuk a julialang korabbi jellemzéinek — a ,,multiplex dis-
patch” és a ,,broadcast” mechanizmusnak a kdvetkezményeit. Tekintsiik a négyzetes — 2x2-es — matrixokon
0 3

0 0
rixra a hatvanyozads mas eredményt ad abban az esetben, ha elemenként alkalmazzuk és mas eredményt ad

abban az esetben, ha a hatvanyra emelést, mint matrixmiiveletet hasznaljuk. A matrixmiiveletként értelmezett
hatvanyozés eredménye:

értelmezett hatvanyozas miiveletét és az exponencialis fliggvényt, legyen a matrixunk: A = [ ]; az A mat-

16 Az x_s tipusa: stepRangelen{Floaté4, TwicePrecision{Floaté4}, TwicePrecision{Float64}, Int64}.

17 A 8. abrén lathato listagenerator angol neve a , list comprehension”, mely tiikrozi a nevében, hogy a konstrukcio
a listak létrehozasanak a megkonnyitését szolgalja — segitve egyszerre a miiveletek kdnnyebb megértését is.

18 Az x_s tipusa Matrix{Tuple{Float64, Floated}}, (alias for Array{Tuple{Floate4, Floatéd}, 2}).

1% Fontos megjegyezni, hogy az iteratorok argumentumainak a specifikalasara tudjuk hasznalni az ,,in” kulcsszot
is, azonban a szimbolumok hasznalata hozzasegit a kdd gyorsabb megértéséhez.
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B = A% = [0 0 # az euklidészi norma
0o ol norm((x1,X2)) = sqrt(xa?2 + x;"2)
mig a matrix négy elemére egyenént alkalmazott négyzetre emelés a
0 9 ss2 = norm.(ss);
C=A4A."2= [0 0 p = plot(layout=(2,1))

surface!(p[1], x_s,x_s, ss2)

matrixot eredményezi; a két eset teljesen kiilonbozé eredményt ad.
A julialang esetében a két valtozat kozotti kilonbség jeldlése a pont, | # broadcast értékadds
amellyel specifikaljuk a ,.broadcast” miiveletet, mely kozel van a |ss2[ss2 .< 1.3] .= NaN
matematikai jel6léshez: Surfacel(Rla]s .55 %8s 892
B=A2,C=A."2
ahol a ,,.” az atomi muveletvégzés jele (hasonldan a Matlab-beli je-
I6léshez). Hasonloan mitkodnek a mas fiiggvények is, melyeknek 1é-
tezik skaldris-, illetve matrix-valtozata is. A példa az exponencialis
fliggvény, mely mast jelent a méatrix elemeire egyenként alkalmazva;
és mast a matrix egészére. A fenti példan:

D =exp(A) = [é ﬂ, illetve E = exp.(4) =

Fontos megjegyezni, hogy a miiveleteket és a fiiggvényeket
talterheltlik: a julialang ,,multiple dispatch” mechanizmusa felelteti
meg a kiilonb6z6 eseteknek.

Egy fontos jellemzdje ezen miiveleteknek a ,,logikai indexe-
1és” egyszerisitett mechanizmusa, ahogyan a mellékelt 10. abran lat-
hatjuk: a ,,broadcast értékadas” —az s[s .< 1.7] .= NaN miivelet —
elébb létrehoz egy logikai matrixot és csak azon elemekhez rendeli
hozza a nan értéket, melyekre a logikai feltétel igaz. A 10. dbran
el6bb kiszamitjuk egy pont normajat, megjelenitjiik, majd ,,toroljiik”
azokat, melyek norméja kisebb adott értéknél. A megjelenités latva-
nyos: az als6 abran a fenti teljes kipnak csak a fenti része latszik.

Osszefoglalva tehat, a julialang tgy lett megtervezve, hogy a
matematikai fogalmakat a matematikusok szdméara minél érthe-
tébben tarolja. Ennek nyelvi eszkdze a kiterjesztett szimbdlum-
készlet hasznélata — lattuk, hogy a gradienst, a gorog betiiket, az
kisbetiiket tudtuk jelolni ,,nativan”. A funkcionalis nyelvekbdl
,,0rokolt” lambda-fliggvény jelolés egy ijabb absztrakcids szintet tesz lehetévé: a filter, map, sum fliggvények
ezen lambda-fliggvényekkel kombinalva nagyon lecsokkentik a programsorokat. Tovabbi fontos eszkoz a lis-
tageneratorok hasznalata és az automatikus ,,broadcast” mechanizmus.

.

10. abra: a norm fiiggvény ,, broadcast -elt
formaja: norm. (ss); a logikai indexelés
broadcast-elése: s[s .< 1] .= NaN.

2.4. Modulok a fuggvények logikai csoportositasara

A modulokat a fliggvények logikai csoportositasara hasznaljuk, a python és mas ,,modern” nyelvekhez
hasonldan. A julialang specifikuma, hogy a modulokat platformfliggetlenné teszi — a lehetéségek szerint.? A
kiilonb6z6 funkcionalitasokat mas-mas modul importalasaval tudjuk hasznalni. A ,kiils6” funkcionalitasokat
két modon tudjuk importalni a rendszerlinkbe: az import kulcsszéval az illeté modul 6sszes fliggvényét elér-
hetévé tessziik, azonban a fiiggvények hivasanal ki kell irjuk a modul nevét. Példa a nagyon felhasznalobarat
maodon megirt plots modul, ahol az import Plots hasznalataval a kirajzolasokat a plots.plot Szintaxissal
kell hasznalnunk. A masik lehetéség a ,,using Plots” modul-importéalas; ebben az esetben a modulok nevét
nem kell kiirni; elégseges a — példaul 10. &bran lathatd — surface fliggvény meghivasa. Jelen dolgozatban a
hangsulyt a modulok hasznélatéra helyezziik — a modulok megirasat és definicidjat az olvaso a szakirodalom-
ban talalja, példaul a [2,3] referencidkban. A csomagokat kezelni a julialang keretében a ,, pkg” médban lehet.?

A rendszerben elobb a regiszterek listajat frissitjuk — letoltjikk az elérheté csomagokat — az ,,update”
paranccsal, majd az ,,add” paranccsal tudunk 0j modulokat hozzaadni 2

20 A julialang-ot futtatni a felhasznal6i médban lehet — nem kell admin/root jog — és ez érvényes a Windows, a
Linux, és az Apple és az ARM rendszerekre (ez utdbbiaknl az alacsonyszinti(i — és olcso — adatfeldolgozast tesz lehet§vé).

2L A konzol-ban a ,,;”-vel egy ,,shell modot” inditunk, a ,,1” karakterrel a modulok kezelését tudjuk végezni, a ,,?”
karakterrel a ,,help ” l1zemmodot kezdeményeziink.

22 Amennyiben egy modul nincs — még — a rendszerben, a julialang rendszer felajanlja az installalést, tehat a 1étezd
funkcionalitdsok és csomagok hasznélata egyszer(isodik. Alternativaként installalasra a pkg csomagot is hasznalhatjuk.
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3. FONTOSABB JULIALANG CSOMAGOK

A kovetkezbékben felsorolunk néhany csomagot, melyek hasznosak a programozas soran. Megemlitjik,
hogy a julialang alapcsomagja a Base, ez tartalmazza az altalanosan hasznalt fliggvényeket. A csomagok fel-
sorolashan a személyes preferenciékat tikrozik.

LinearAlgebra — tartalmazza a fontosabb tébbdimenzids méatrix-miivelet implementaciojat. llyenek példaul a
matrixok determinansanak a kiszamitésa, az inverzének, a sajatérték-vektoroknak, a kiilonbozé dekompozicids
maodszereknek a kodja — az LU decompozicid, a Cholesky-dekompozicid. Nagyon sok esetben a numerikus
modszerek ismert LAPACK [5] fiiggvénygytijteményét implementalja. Definialja a Matlab-bol ismert ,,\”” ope-
ratort, mely az Ax = b lineéris egyenletet oldjameg az x = A \ b szintaxissal. Az elénye, hogy az ,,A” matrixot
nem kell invertéalni; a miivelet négyzetes csupan.?®

Random, Distributions — a véletlenszdm-generator csomag. Felulirja a Base csomag rand fliggvényét. A cso-
magban lehet6ség van mintavételezésre diszkrét és folytonos eloszlasok szerint; lehetdség van egy mintahal-
maz alapjan megallapitani egy eloszlas optimélis paramétereit — a fit fliggvény segitségével.

DataFrames, CSV — az adatok beolvasasara és gyors megtekintésére irt csomagok. Egy fontos adattarolasi
tipus, a CSV-file-ok beolvasasi mechanizmusa: pataFrame(CSV.read(fileName)), ahol a DataFrame a cSomag-
ban definialt tipus. Tablazatok feldolgozasahoz tartoz6 miiveleteket definial; hasonléan a python nyelv pan-
das* csomagjahoz. Amennyiben numerikusak az adataink, a Matrix — a C/C++ nyelvhez hasonl6 — tipuskon-
verzioval matrixsza alakitjuk, majd numerikus modszerekkel feldolgozzuk.

IJulia, Conda — a jupyter notebook futtatasanak csomagja. Az ,,interaktiv julia” — szintén a python-hoz hason-
I6an — egy web-szervert indit, majd a bongészében tudunk inditani notebook-okat. A notebook-ok cellakra
osztjuk, ezeket egyenként tudjuk futtatni és a adatelemz6i munka fontos eszkoze — iterativan tudunk algorit-
must fejleszteni és tesztelni. Az oktatéasi folyamat fontos eszkdze mivel a notebook-ban tudjuk vegyiteni a
julialang kddot az adatok vizualizcidjaval, valamint az algoritmusokat leiré képletekkel és magyarazatokkal.
Plots, Plotly, GR, PyPlot — a julialang adatvizualizacidés csomagjai. A Plots egy generikus adatvizualizaciés
csomag, melyben lehetdségiink van a kiilonbozé — operacios rendszer-, illetve dokumentum-tipus fliggvényé-
ben — forméban megjeleniteni: a PDF-t61 a JPG abran keresztiil a web-es formatumokndal hasznalt interaktiv
javascript formaban, a kiilonboz6 megjelenitési formak kdzotti valtashoz ,,csak™ a Plots egy-egy fliggvényének
a meghivasa sziikséges.®

Flux —a gépi tanulas és a ,,deep learning” algoritmusainak a gyiijteménye. Lehetéségiink van — tanulasi adatok
alapjan — egy fliggvény paramétereinek az optimalizalasara, amennyiben pedig szeretnénk hasznalni a grafikus
magokat, a CUDA csomaggal tudjuk ezt megtenni anélkdl, hogy a kodot lényegesen kellene valtoztatnunk.?

4. MEGOLDOTT FELADAT

using Plots, Random, LinearAlgebra
I A . L. using Distributions, DataFrames, CSV
A tovabbiakban illusztraljuk a feladatok megoldasat ju-

lialang-ban. A bemutat6hoz a julialang altal is biztositott jupyter |# adatgenerdlds paraméterei
notebook interfészt hasznaljuk — itt a cellak definialjak a logikailag |- "-*¢ = % °©
Osszetartozo parancssorokat, azokat egyenkent futtatjuk; a létreho- |5, = .2 ’
zott valtozok a futtatas utan rendelkezésiinkre allnak; hasznalhatjuk o
azt vizualizaciokhoz. illetve mas valtozok eléallitasara. N
B , , A , x_tr rand(Uniform(@,1),n_tr)

A példa-feladat soran generalunk zajos adatokat €s egy mo- |y te = rand(uniform(e,1),n te)
dellt illesztlink az adatokhoz. Az adatokat egy fliggvény —a kddban |y_tr = fn.(x_tr) .+ o, * randn(n_tr)
f(x) = 2x + 1 — értékei adjék: az ,,x -ekhez tartozo kimeng érték- |Y-te = fn-(x_te) .+ o, * randn(n_te)
hez hozzéadjuk a megfigyelés? zajt — ennek normal eloszlasa €s 11 abra: Tanul6 adatok generalasa: a
szorasa o, = 0.2, ezekbdl pedig gylijtiink ,,n_tr” szamit. csomagok kijelentése, a paraméterek defi-
nicidja, majd az adatgeneral6 kod.

2 A dynamic dispatch mechanizmussal a kiilénb6z matrixok — diagonalis, sav-diagonalis, Toeplitz-matrixok —
esetén a linearis rendszerek megoldasat optimalizaljuk.

24 A pandas csomag a ,,python nyelv adatelemz6 modulja”, mint azt a csomag honlapjan olvashatjuk https://pan-
das.pydata.org, megtekintve: 2022 okt. 1.

%5 A Plots csomagnak kitiiné dokumentacios oldala van: https://docs.juliaplots.org, illetve az adatvizualizacié mas
csomagjait is el tudjuk érni a Plots-on keresztiil — példaul a boxplot-ot a StatsPlots-bél, megtekintve: 2022 okt. 1.

% A Flux dokumentécios oldala a https:/fluxml.ai, példaprogramokat és kapcsolédé csomagok dokumentécidja
felé is tartalmaz, megtekintve: 2022 okt. 1.

n - nn
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XXIII. Enelko — XXXII. SzamOkt

A kodsorokat a 11. abran lathatjuk. megemlitjik, hogy a
rendszer egyik alapfliggvénye a rand fliggvény, mely alapértelme-
zetten egy [e,1] kozOtti szamot térit vissza, azonban a Random
csomagban ezt feliildefinialjuk és lehetdség van kiilonboz6 elosz-
lasok szerinti mintavételezésre — a 11. abran illusztraltuk ezt a
Distributions csomagban definialt uniform(a,b) eloszlassal.

Az adatgeneralast kovetden kijelentjuk az adatabrazol6
fliggvényt —a 12. dbran —, mely megjeleniti a generélt tanulo- és
teszt-adathalmazt. Az adatok kis szama lehetévé teszi, hogy meg
tudjuk figyelni az egyes algoritmusok jellemz6it. Amint latjuk a
12. &bra grafikonjan, az adatok a generéator fuggveny koril van-
nak, azonban a zaj miatt nem pontosan a fliggvenyen.

A kozelitéshez masodfoki modelleket hasznalunk. A 13.
abran definialjuk a ,feature” -fliggvényt, mely generalja — mind-
egyik ,,x” komponensre — a polinomiélis bemeneti értékeket; a ko-
zelités felirhatd ugyanis a pred(x, 8) = ®(x) - 6 alakban, ahogy
ezt a pred_fn fliggvény definiciojanal is latjuk. A kordbban emli-
tett julialang jellegzetességet kiemeljik: a kompilator tudja — a
,®@", illetve a pred_fn flggvények definicidjanal a tipusdefinicié-
bol — hogy a fliggvényeket csak adott tipust paraméterrel futtatja
a rendszer — a paraméteriink egy vektor, melynek elemei a Real
absztrakt tipusnak a leszarmazottjai.

A 14. abran kivélasztunk a korabban generalt 9 pont kozil
0tot, majd ezekre illessziik a masodfokt gorbéket. Ennek a mi-
veletnek a kodja a ,,\” — melyrdl beszéltiink toébb alkalommal;
legutdbb a Linearalgebra csomag felllirt operatorainal — és
amely a legkisebb négyzetes hibaval torténd paraméter-becslést
valositja meg. A becsléseknek az eredménye a 14. abra lenti ré-
szén lathato.

Osszefoglalva, a julialang egy kitiind programozasi nyelv,
mely dinamikusan tipusos nyelv, ugyanakkor kitlinen hasznal-
hat6 modellezési feladatok megoldasara és az oktatasban is.
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# a megjelenitd fiiggvény
function plot_data(fn, (x_tr,y_tr), (x_te,y_te);
p = plot()

plot!(p, fn,
alpha=0.2,width=5,x1im=(-.2,1.2),
label="True function"
)
scatter!(p, x_tr,y_tr,
color=:blue,ms=4,msw=0,
label="Training data"
)
scatter!(p, x_te,y_te,
color=:red,ms=2.3,msw=08,
xlim=(-.2,1.2),ylim=(0,3.2),
label="Test data",legend=:bottomright
,Size=(400,300)
)
end
plot_data(fn, (x_tr,y_tr), (x_te,y_te))
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12. dbra: Tanul6 adatok generéalasa: a
csomagok kijelentése, a paraméterek defi-
nicidja, majd a generalo kod.
# mdsodrendd jellemzok

O(x::Vector{T}) where T<:Real = hcat(
ones(length(x)), x, x.”2

)

pred_fn(
x::Vector{T},
0::Vector{T}

) where T <: Real =

(@(x) * 8)[1]

13. &bra: 4 modell és az elérejelz6 fiigg-
vény definicigja.

p = plot()
n_data = 5
n_exp = 300

for k € 1:n_exp
i_exp = randperm(n_tr)[1:n_data]
X,y = x_tr[i_exp], y_tr[i_exp]
0 =0(x) \y
plot!(p, x -> pred_fn([x],6), xlim=(-.3, 1.3),
label=false,width=.5,alpha=.3
)
end
plot_data(fn, (x_tr,y_tr), (x_te,y_te),p=p)
P

14. abra: 300-szor kivalasztunk 5 mintat,
tanitjuk a rendszert —a ,,\ ” operadtorral
(fent), és megjelenitjik a fliggvényt (lent).

True function
@ Training data
@ Test data
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