XIV. Tudomany- és Technikatérténeti konferencia

Erdekességek az analizis tanitasanak torténetébdl

Interesting facts from the history of the teaching
of mathematical analysis

dr. MUNKACSY Katalin

ELTE TTK Matematikai Intézet
https://www.math.elte.hu/

Abstract

In my paper, I examine how the role of analysis in mathematics education has changed from the 18th century
to the present day. I will show some examples. Initially, the goal was to quickly present the latest scientific
findings. It later became a tool for the intellectual development of students. Today, knowledge is important for
learning other higher education subjects. What was the role of Hungarian mathematics teachers in shaping
modern trends? Is the change in goals followed by a change in teaching methods?
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Kivonat

Irdsomban azt vizsgalom, hogyan valtozott az analizis szerepe az iskolai matematika oktatdsban a XVIII szd-
zadtol napjainkig. Kezdetben a legfrisebb tudomanyos eredmények gyors bemutatdsa volt a cél. Késébb a
didkok szellemi fejlesztésének egyik eszkoze lett. Ma fontos ismeret mas felséoktatasi tantdargyak tanuldasdahoz.
Mi volt a magyar matematikatanarok szerepe a modern trendek kialakitasaban? Kéveti-e a célok valtozasat a
tanitdasi modszerek valtozasa?

Kulcsszavak: matematikatorténet, bevezet6 analizis, nem matematika szakos fels6oktatas

1. BEVEZETES

Az analizis tanitasanak torténetében vannak olyan adatok, amelyek egyértelmiiek, mindenki altal elfo-
gadottak. Ezek azonban kevés magyarazatot kinalnak arra a tényre, hogy az analizis a didkok szamara nagyon
nehéz, sokan igen gyenge eredményt érnek el. Sikertelenségiik akar korai isolaclhagyast okoz. Az analizis
tanitasanak torténetét vizsgalva meglepetést okoztak szamomra a magyar evangélikus iskolak matematikata-
nitadsban elért eredményei a mult szazadforduld kdrnyékén €s az azt kdvetd évtizedekben. Az a feltételezésem,
hogy az a szemlélet, amit az akkori gimnaziumok képviseltek, egyik oka volt a hires Fasori Gimnazium diakjai
vilagraszolo sikereinek €s egyben oka a mai analizis tanitas problémainak, nemcsak Magyarorszagon, hanem
vilagszerte. Szeretnék érveket felsorolni allitdisom bizonyitasara, és abban bizom, hogy ezzel az analizis tani-
tasanak kutatasaban is 0j eredmények érhetdk el.

2. AZ ANALIZIS MEGJELENESE AZ OKTATASBAN

A Newton ¢és Leibniz altal kidolgozott 0j elmélet, a differencial- és integralszamitas a X VIIL. és a XIX.
szazadban a matematikai kutatasok egyik legfontosabb teriilete lett. Hamar szerepet kapott a tanitasban is. A
sok ismert adat koziil két magyar és egy francia példat emlitek meg ebbdl a korai idészakbol.

Ezt olvashatjuk Hatvanirol az ATOMKI honlapjan megjelent tanulmanyban (Gyarmati):
»Mar 1747-ben megkapta a debreceni eklézsia felkérését a Kollégium matematika, filozofia és kisérleti fizika
tanszékére tanarnak. Szilagyi Samuel levélbeli és J. Chr. Beck szobeli rabeszélésére vallalta a feladatot. Hogy
kelld szinvonalon eleget tehessen neki, tanulmanyozni kezdte a matematikat nem kisebb tanaroknal, mint Jo-
hann és Daniel Bernoulli. Orvosi tanulmanyai befejeztével Ziirichbe latogat, ahol ismeretséget kot az ottani
egyetem nevezetes tandraival.” F6 miivében, amelyet elsdsorban azért tart szamon a tudomanytorténet, mert
az a matematikai statisztika els6 magyar megjelenése, Newton tevékenységére természetes modon hivatkozik.
Ismertnek tételezi és egyben ismertebbé is teszi a kalkulust.
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Kerekgedei Mako Pdl

Tudos jezsuita szerzetésként nagy szerepe volt a magyar oktatasiigy Maria Terézia altal tervezett meg-
ujitasanak. Matematika tankonyvet irt a fels6szint{i oktatas szamara (Kerekgedei Makd, 1764). Compendiaria-
ként ismert miive Szénassy Barna szerint jelentésen hozzajarult az osztrak matematikai miiveltség fejlodése-
hez. Ebben az analizist a korabeli tudoméanyossag legmagasabb szintjén mutatta be. Ez a korabeli magyar
iskolak szdmara til nehéz volt. A Miiegyetem elddjében, a Institutum Geometrico-Hydrotechnicum-ban Ke-
rekgedei dolgozta ki az els6 matematika tantervetl 782-ben.

Az analizis tanitasa Franciaorszdagban, a XVIII. szazadban

A XVIII. szazadban természetes volt, hogy a matematikusok, és altalaban a természettudosok egyben a
tudomanyos ismeretek terjesztoi is voltak. Példaul Franciaorszagban koziiliik is sokan voltak jezsuita szerze-
tesek. A munkassagukat bemutaté cikkben a szerzok azt is megemlitik, hogy Newton tanainak bemutatasaban
akkor a francia iskolak késésben voltak, nem alkalmaztak a matematikai formalizmust a jelenségek leirasaban,
mivel a megfigyelésre és a kisérletezésre forditottak nagy figyelmet (Perru, 2017).

A hatarérték fogalma, és tanithatosdaga

Az integral- és a differencialszamitas elmélete sok fontos tétellel gazdagodott a kovetkez6 évszazadok-
ban, kiterjedt pl. a tobbvaltozos fiiggvényekre, a differencidlegyenletekre. Mindekdzben folyt az elméleti meg-
alapozas, ennek pedig legfontosabb eszkoze a hatarérték volt. Az angol nyelvii wikipédiat idézem, amely na-
gyon roviden, a legfontosabb eseményeket kiemelve mutatja be a hatarérték fogalmanak definidlasahoz elve-
zet6 folyamatot. A jeldlések megjelenése utal a tartalom egyre mélyebb kidolgozottsagara is. Bolzano 1817-
ben vezette be az epszilon-delta technikat a folytonos fiiggvény fogalmanak definialasara. Cauchy hasznalta a
valtozast eredményez az y értékében, ami valdjaban a mai is hasznalt definicio szoveges kifejtése. Weierstrass
az epszilon-delta technikat felhasznalta a hatarérték definilasara. Hardy vezett be a nyilat a limes jeldlésében
1908-ban (wikipedia, limit).

Az, ahogyan a matematikusok megoldjak a hatarérték definialasat, majd annak alkalmazasat a matema-
tikai problémak megoldasara, intellektualis csoda. Ebben a szellemben kezdték el tanitani a kalkulust (magya-
rul inkdbb analizisnek nevezték és nevezik ma is) magyar evangélikus gimnaziumokban. Bemutattadk a nagy-
szer(i emberi alkotasok egyik valtozataként, és ugyanakkor a szellemi sportok egy lehetséges formajaként is
tekintettek ra. Azok a didkok, akiknek képessége megengedte, hogy elmélyedjenek ebben a témaban, kiilonle-
gesen hatékony modon fejleszthették matematikai és matematikan kiviili képességeiket.

A tobbi didknak miért olyan nehezen tanithato a hatdarérték fogalma?

A hatarértékkel 6sszefiiggd definiciok, tételek és bizonyitdsok altalaban bonyolultak, jol kell ismerni
sokféle matematikai technikat. Ennél is nagyobb probléma, hogy kezd6k szamara nagyon nehezen lathat6 az
értelme. Miért fontos nekiink az az egyetlen pont, ahol nincs értelmezve a fiiggvény? Es miért kell definial-
nunk a folytonossagot? A folytonossag szemléletesen jol lathato, ezzel szemben a pontonkénti folytonossagon
keresztiil vezetd, a standard analizisben egyetlen lehetséges ut nehezen kovethetd. A mindeniitt értelmezett, de
csak egyetlen pontban folytonos fiiggvény l1étezésének megértése olyan feladat, ami sok didk életét megnehe-
ziti. E nélkiil a tudas nélkill viszont a mély technikai részletek tanitasa feleslegesnek latszik.

3. AZ ANALIZIS TANITASA A XX. SZAZADBAN

A szazad elején megindult a gimnaziumi matematikatanitds nemzetkozi reformja. Felix Klein volt a
munkak iranyitdja, az europai Nemzetkdzi Matematikai Reformbizottsag (IMUK) vezet6jeként. Beke Mand
egy évet Gottingenben toltott, Felix Klein mellett. Megismerkedett a nemzetk6zi matematikatanitasi refor-
mokkal, ottani tanulmanyai és hazai tapasztalatai alapjan Klein 6t bizta meg az analizis tanitasi reformbizottsag
vezetésével. A folyamatok tovabbra is parhuzamosan zajlottak itthon és nemzetkdzi szinten. Megalakult 1906-
ban a magyar Matematikai Reformbizottsag. Elndke Beke Mano, titkara Mikola Sandor, egyik és talan legfon-
tosabb, legnevesebb tagja pedig Ratz LaszI6 volt.

Az analizis tanitdsanak azon korai nemzetkozi és magyar elézményei, amelyre ez a bizottsag is tamasz-
kodhatott, még nincsenek rendszeresen feldolgozva. A magyar adatok elérése érdemes a Fasori Evangélikus
gimnazium fantasztikus sikerei nyoman visszahaladni az idében.
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Soproni evangélikus gimndzium, az elod

Témank szempontjabol nagyon fontos a protestans nevelés Ugy tiinik, a természettudomanyos oktatas
teriiletén a vizsgalt idoszakban korszer(ibb oktatast nyujtottak, mint az egyéb iskolak. Foldesi Katalin kollé-
gank a Szarvas kornyéki evangélikus iskolakrol gytijtott adatokat. Az elemi iskolai oktatasra forditott figyelem
egyértelmiien kideriil a mult szdzadfordulo koriili iskolalatogatasi jegyzékonyvekbol.

A XV.-XVI. szazadban 100-nal tobb soproni peregrinald diakrdl tud a szakirodalom. Ebbdl is kovet-
kezhet, hogy Sopronban 1553-t6l 1étezik protestans szellemii nevelés. A ,,XIX. szazad folyaman volt olyan
tanév, amikor 34 varmegye kiildte el fiait a soproni alma materbe.”

Az matematikatanitasrol keveset tudunk. Az Orszagos Pedagogiai Konyvtarban sikeriilt megnéznem az
evangélikus kozépiskolak tanterveit, tankdnyveit. Mar az 1800-as évek végén megjelenik néhany utalas az
analizisre, de a jarvany miatt ezek pontos idézésére most nincs lehetéségem. Erdemes azonban figyelniink az
iskola tanaraira és tanuldira. A soproni evangélikus gimnazium didkja volt Ratz Laszlo, aki budapesti, majd
berlini és strasbourgi tanulmanyok utan a Fasori (Budapesti Evangélikus Fégimnazium) gimnaziumban tani-
tott. A soproni evangélikus liceumban tanult Mikola Sandor, aki tanari diplomat a Budapesti Tudomanyegye-
tem bolcsészeti karan szerzett matematikabol €s fizikabol. Fizikai kutatisai eredményeként lett akadémikus,
¢és szintén a Fasori gimndziumban tanitott. Joval késébb Sopronban tanult Vermes Miklos, aki hires fizikata-
narra valt. A Sopronban kialakult matematikatanitas a Fasorban folytatodott.

Budapesti Evangélikus Fogimnazium

,»1823-ban Schedius Lajos akadémikus oktatasi elvei alapjan indult el gimnaziumunk mitkddése.” - irjak
a Fasor mai diakjai, kdvetve a pesti iskola épitését, annak tobb korai helyszinét.A ,,gimnazium 1904-t6l uj,
tagasabb épiiletben”, mar a Fasorban talalhato.

A tanulok sokoldalu fejlesztésére torekedtek. A matematikatanitas elsddleges célja is a gondolkodas, a
muveltség fejlesztése volt, kevésbé maguknak a matematikai ismereteknek a nyujtasa, bar azt is igen fontosnak
tartottak. Sok olyan modszertani megoldast alkalmaztak, amelyeknek széleskori megvalositdsa még mindig
aktualis feladat: a gyerekek korabban megszerzett tapasztalatainak beépitése a matematikai tanulméanyokba, a
matematika gyakorlati alkalmazhatosaganak megmutatasa. A Beke Man¢ iranyitasaval miikddo reformbizott-
sag ,,gyakorlo iskoldja” a Fasor volt. Ratz L.asz16 tantermi keretek kozott alkalmazta azokat az elveket, ame-
lyeket a bizottsdgban fogalmaztak meg.

,»A reform elve roviden igy fejezhet6 ki: Legyen a matematika tanitasa olyan, hogy a tanuloban kifej-
16djon annak tudata, milyen fontos kulturalis tényez0 a matematika. ....Nem az a célunk, hogy a technikara és
egyeb szakiskolakba mend tanulé nagyobb matematikai ismeretanyagot vigyen magaval, hanem hogy éppen
azok, akiknek matematikai képzése befejez6dik a kozépiskolaban, oly fogalmat kapjanak a matematikarol,
amely mélto ehhez a nagy tudomanyhoz.” (Ratz, 1909)

Ezeket a célokat minden tanulo6 esetében fontosnak tartottak. Ezen tilmenden zajlott az egyéni tehetség-
gondozas. Itt érettségiztek Wigner Jend, Neumann Janos, Harsanyi Janos Nobel dijas tudésok. A matematikai
tehetséggondozas az egész orszagra kiterjedt, és ennek egyik eszkoze a kdzépiskolasok szamara szerkesztett
ujsag volt. A KéMaL-t Arany Daniel inditotta utjara 1893-ban Gy6rben, majd Ratz Laszlo vette at tdle, aki
1914-ig szerkesztette. [gy Ratz Laszl6 az egész orszag sszes tehetséges matematikus didkjat tanithatta.

Okok és kovetkezmények

Feltételezem, hogy ugyanazok sajatossagok okoztdk a magyar matematikatanitas vilagraszolo sikereit a
mult szazad els6 harmadaban, amelyek mostani lemaradasunkat is. Ez a lemaradas az analizis tanitdsa-tanulasa
teriiletén kiilonosen éles. A mult szazadfordulo a hihetelen gyors tarsadalmi és gazdasagi fejlédés korszaka
volt Magyarorszagon. A kdzépiskolakban tanulé didksag szama jelent6sen megnétt, demokratizalodott az ok-
tatas, ugyanakkor mégis megmaradt elit jellege. (A Tanacskdztarsasag bukasat kdvetden sok egyetemi oktatot
a kozépiskolakba szamiiztek, ez is hozzajarult a kdzépiskolak szinvonalanak emelkedéséhez.) Ebben a viragzo
korszakban lehetséges is és sziikséges is volt a didkok szellemi fejlodését minden korabbinal erdteljesebben
el6segiteni. A matematikai tanulmanyok ekkor az érettségivel a tanulok tobbségének befejezddtek, a kozépis-
kolai analizis volt egyben a felsdoktatasi analizis is. Az évtizedek mulasaval a kozépiskolai oktatas kiszélese-
dett, mar nem csak a tanulni nagyon akaro és arra képes didkokat vették {6l ezekbe az iskolakba. A tanari palya
presztizse is csokkent. 1945 utan a magyar matematikusok tobbsége ugy vélekedett, hogy az analizis, benne a
hatarérték és a folytonossag olyan absztrakt fogalmak, amelyek megértéséhez érett gondolkodas sziikséges.
gy Magyarorszigon a matematika tobbi agaiban javasoltak fejleszteni a tanulok gondolkodésat, probléma-
megoldo képességét. Az iskolabol kikertiilt, késébb orvossa valt, valamint mas hivatast valasztoé diakok szerint
szamukra a matematikatanulas szakmai szempontbol is igen hasznos volt, fiiggetleniil att6l, hogy késébb mar
nem tanultak és hasznaltak a matematikat.
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Kozben nagyot valtozott a vildg. Az analizis szinte minden tudomanyteriileten, a nyelvészettdl a biolo-
giaig fontos szerephez jutott, igy 1ényegében minden elsd éves egyetemi hallgatonak kell analizist tanulnia.
Az altalanos iskolai megalapozast a magyar kozépiskolai tananyag nem folytatja. A nem emelt szinten érett-
ségiz0, nem matematika szakos magyar hallgatokat felkésziiletlentil éri az egyetemi analizis tananyag. Az IEA
vizsgalatok magyar vonatkozasaival mutatom be a helyzet sajatos vonasait (Munkacsy, 1984). Magyarorszag
eloszor 1981-82-ben vett részt az IEA matematika vizsgalatban, ez a masodik nemzetkdzi IEA matematika
vizsgalat volt. A tagozatos didkok eredménye valamivel jobb lett a hasonlo kiilfoldi didkok eredményénél. Az
ezt megel6z6 néhany éveben a nem emelt szinti matematika tantervekben is volt analizis, igaz, csak néhany
oranyi keretben. Az 6 eredményiik nemzetkdzi 0sszehasonlitdsban értelmezhetetlen, hiszen nalunk minden
érettségizd vizsgazik matematikabol is, mashol viszont ez valaszthatd targy, tehat csak a matematika irant
érdekl6dok keriiltek be a nemzetkdzi mintaba. A magyar eredmények, ezen belill az analizis pontszamai ter-
mészetesen joval gyengébbek lettek a nemzetkozi atlagnal. A finomabb elemzések megmutattak, hogy anali-
zisbdl a nagyon alacsony magyar analizis 6raszam volt a sikertelenség legfobb oka. Ennek ellenére olyan ok-
tataspolitikai dontés sziiletett, ami nem megemelte az analizis tanitasara fordithaté 6raszamot, hanem torolte a
tananyagbol ezt a részt, vagyis a derivalast és az integralast.

A nemzetkozi kutatasok (Bressoud, 2016) azt mutatjak, hogy a tobbi orszag felsdoktatasa is hasonld
nehézségekkel kiizd, az analizis buktatd tantargy, annak ellenére, hogy a kozépiskolai matematika oktatasnak
harmad részét az analizis teszi ki. Ugy tiinik, sem a kozépiskolai analizis tanitas, sem annak késSbbre halasz-
tasa nem jelent megoldast a tanitasi-tanulasi problémakra.

4. UJ UTAK AZ ANALIZIS TANITASABAN

A legradikalisabb megoldas az analizis tanitasanak megsziintetése a nem matematikus szakokon. Ezen
matematikusok szerint vannak sokkal fontosabb €s konnyebben tanithaté matematikai részteriiletek, példaul
az adattudomany, érdemesebb arra forditani a figyelmet. Ezt a szélsdséges nézetet kevesen valljak. Inkabb
elfogadott tendencia, az analizis klasszikus felépitésben torténd tanitasa, de ugy, hogy annak minden nehezebb
elemét sokféle modszertani megoldassal kdnnyebben tanulhatova igyekeznek tenni. Vannak olyan elgondola-
sok, amelyek szerint a hagyomanyossa valt tananyagot érdemes atszerkeszteni, példaul derivalas helyett integ-
ralassal kezdeni az oktatast. Az emlitett javaslatok k6zds vonasa, hogy megkeriilhetetlennek tartjak az analizis
tanitasanak azt a tantervét és modszertanat, amely a mult szazadforduld utdn, magyar matematikusok és mate-
matikatanarok jelentOs szerepvallalasaval alakult ki.

Kutatocsoportunk, elsdsorban Stettner Eleonoéraval dolgozunk sokat, igy gondolja, hogy 1ényeges val-
toztatasokra van sziikség (Munkacsy, Stettner, 2019). Masképp kel tanitani az analizist a leendé matematiku-
soknak (fizikusoknak, mérnokoknek), mint a tobbi hallgatonak. Nem miikddik az az elgondolas, hogy az ana-
lizis szépsége megragadja a didkok érdeklodését, és Ok szivesen meg akarnanak tanulni olyan elvont gondo-
latmeneteket, amelyeknek pillanatnyilag nem latjak értelmét. Nem is tudnak ebben a tanulasban érdemi segit-
séget, lényeges konnyitést kapni, hiszen valoban bonyolult és absztrakt gondolatokrdl van szo. Javaslatunk,
aminek részletein dolgozunk, olyan oktatasi stratégia, ami konzekvensen épit a tanulok korabbi tapasztalataira
¢s a definiciok és tételek formalis kimondasa helyett a sziikséges fogalmakat szemléletes uton alakitja ki. Uta-
lok arra, hogy a pillanatnyi sebesség mar az egészen kicsi gyerekek szamara is ismer6s. Ez sokkal korabbi
tudas, mint az atlagsebesség ismerete, hiszen minden gyerek képes arra, hogy elegendd nagy sebességkiilonb-
ség esetén megmondja, hogy melyik jarmi haladt el mellette gyorsabban. A megfelel6 kifejezések ismerete
nélkiil, de Gssze tudjak hasonlitani a pillanatnyi sebességeket. Idosebbek szamara az érinté fogalom valik
fontossa és érdekessé. Csak a szemléletre épitve kialakithato olyan érint6fogalom, amelynek terjedelme Iénye-
gében ugyanaz, mint a korrekt modon definialt érintd fogalmaé. A derivalas tételei kisérleti uton megfigyel-
hetdk, részben szamitdgépes applikaciokkal. A tanulok ugyanugy elfogadjak és értelmes modon alkalmazni
tudjak ezeket az Osszefliggéseket, bizonyitasok nélkiil, mint példaul a gdmb térfogatanak képletét. Ezt kdvet-
hetné az elmélet. Elképzelésiink szerint a bevezetd analizis axiomatikus felépitésének vazlatos bemutatasa a
mar ismert tények rendszerezése és sziikséges mértéki kiegészitése lenne.

5. TOVABBI TERVEINK

Szeretnénk részletesen kidolgozott tantervet és modszertant dsszeallitani. Eddigi tapasztalataink mellett
tervezziik, hogy tovabbra is sok kollégaval konzultalunk. Azt is szeretnénk megismerni, hogy milyen akadalyai
lennének egy, a hagyomanyokra is timaszkodo, de 1j szemléletii analizis oktatasnak.
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