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ABSTRACT

Some historical sources said that Janos BOLYAI in his mathematical research came close to the
theory of quaternions. Another investigation claims the opposite. In the Appendix there is no words of
this subject, so BOLYAI's research can be learned by studying his manuscript legacy. The present
paper deals with whether Jdnos BOLYAI had anything to do with the formation of quaternions.

KIVONAT

BOLYAI Janosrol tobb helyen is azt irjak, hogy matematikai vizsgélatai soran kozel kerult a kvaterniok
elméletéhez. Més kutatds azonban ennek pont az ellenkezdjét dllitja. Az Appendixben nem esik sz0 a
témardl, igy BOLYAI vizsgalatait a kéziratos hagyatékanak tanulmanyozasaval ismerhetjik meg. A jelen
dolgozat azzal foglalkozik, hogy volt-e kdze BOLYAI Janosnak a kvaterniok kialakuldsahoz.

Kulcsszavak: algebra, kvaterniok, BOLYAI Janos, W. R. HAMILTON, C. F. GAUSS.

1. BEVEZETO GONDOLATOK

Sir William Rowan HAMILTON (1805-1865) a hires ir matematikus, fizikus és csillagasz egész
¢életében Dublinban miikodott. Mar gyermekkordban kivald nyelvtehetsége mellett hamar a
matematika irant is érdeklddni kezdett, eleinte féleg mechanikaval és csillagészattal foglalkozott.
Huszonkét éves kordban nevezték ki a Trinity College csillagaszprofesszoranak. 1834-ben egy
cldadasaban a komplex szdmokat maér rendezett valés szdmpéaroknak tekintette [6]. Ennek a
gondolatnak a tovabbvitele folytan probalta meg kidolgozni a szdmharmasoknak, valamint a
szamnégyeseknek, a kvaternioknak az algebrajat.

1843. oktober 16-an HAMILTON a feleségével otthonabdl elindult, hogy részt vegyen az Ir
Kiralyi Akadémia Tanécsanak iilésén, ahol 6 volt az elnok. Beszédes asszonya tarsasagaban a sajat
gondolataiba elmeriilt tudésnak, ahogyan a Kiralyi Csatorna mentén haladva eljutottak a Broome-
hidhoz, mint a villimcsapas jutott eszébe a gondolat, hogyan is lehetne a szdmnégyesek esetén a
szorzéast definialni, amely aztan a kvaterniok elméletéhez vezette el 6t. Késébb levélben meg is irta
egyik fianak, hogy még bele is véste a hidba a talalt alapképleteket. Ennek emlékét ma tabla 6rzi.

HAMILTON a kvaternidkrol 1844-t61 kezdett el publikalni [7]. Nyolcszaz oldalas Elements of
Quaternions cimi nagy konyve réviddel haléla utéan, fia szerkesztésében jelent meg 1866-ban [8].

2. MIK AZOK A KVATERNIOK?

A matematika kilénos tudomany. Az iskoldban egyszer azt mondjéak, hogy negativ szambdl nem

lehet négyzetgyokot vonni, majd késobb azt, hogy vezessiik csak be az i = vV—1 képzetes egyseget
(vagyis i? = —1) és bévitsiik vele szamfogalmunkat, szamoljunk komplex szamokkal! A komplex
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szamoknak tobbféle alakja van, talan a legegyszeriibb az algebrai alak: a + bi, ahol a és b tetszéleges
valés szamok. A komplex szdmokat 6ssze lehet adni, ki lehet vonni 6ket egymasbél, szorozni és
osztani is lehet veliik, s6t a klasszikus matematikai analizis, a differencial- és integralszdmitas mellett
ki lehet dolgozni a komplex fliggvénytant is, vagy éppen a szamelméletben a komplex egészek
aritmetikajat.

Hosszl fejlodés eredménye volt, amig az emberiség a ma hasznalatos szamfogalmat felépitette,
bovitette. Meg kellett szokni, el kellett fogadni példaul a negativ szamokat is, ami ma mar sokaknak
teljesen természetes. Bar azért hall néha olyant az ember, hogy ,,Na, én azt sosem értettem az
iskolaban, hogyan lehet hat almabdl nyolcat elvenni”, vagy ,,Ha csak hatan vannak a buszon, akkor
hogyan lehet az, hogy nyolcan leszalljanak?”. A vicces valasz: ,,Ilyenkor még két embernek fel kell
széllnia, hogy ne legyen senki a buszon”. No de félretéve a tréfat, a szamfogalom fejlédése a
matematika torténetében a természetes szdmok, a negativ egész szamok, a racionalis €s irracionalis
szamok, a val6s szdmok és a komplex szamok mellett feltette a kérdést, hogy vajon lehet-e még
tovabb boviteni a szamok vilagat? Bizonyos értelemben lehet, de bizonyos értelemben meg nem lehet.
Ha ragaszkodunk a megszokott algebrai torvényekhez, akkor tgy bdviteni, hogy minden alaptorvény
érvényben maradjon, Ugy tovabb mar nem lehetséges és ezt be is lehet bizonyitani, amit a német
matematikus Ferdinand Georg FROBENIUS (1849-1917) meg is tett még a 19. szadzadban.

Viszont ha megengedjlk, hogy esetleg csorbuljanak a szabalyaink (a szamtest algebrai struktdraja
helyett megelégsziink ferdetesttel, vagyis elengedjik a szorzds kommutativitasat), akkor lehetséges a
bévités és ez elvezet minket a kvaterniok vilagaba. A komplex szdmok esetén egyetlen képzetes
egységet vezettiink be, amit i-vel jeldltlink. A kvaterniéknal az i-n kivil még két tovabbi Uj egységink
van: j és k. Igy a kvaterniok a kovetkezd formaban irhatok fel: a + bi + cj + dk, ahol a, b, c és d
tetsz6leges valds szamok, az i, j €s k egységek pedig a kovetkezd Gsszefliggéseket teljesitik (amelyek
az alabbi szorzasi abrak segitségével kdnnyen meg is jegyezhetsk):

i? =j2 =k? =ijk = —1 (HAMILTON ezt rétta fel a hidra)

ij=k, jk=i, ki=j, ji=—k kj=—i, ik=—j.

i@j , @J

; k J & ké
A kvaternidk elméletét a matematikan és a fizikan kivil mas terileteken is hasznaljak, példaul
szamitogépes grafikai programokban, illetve robotok vezérlésénél. Elgondolkodtaté kérdes viszont,
hogy vajon igaz-e, hogy BOLYAI Janos (1802-1860) is kozel kerilt a kvaterniok elméletéhez? Az

Appendixben err6l nem ir. De vajon a lipcsei palyazatra 1837-ben bekildott Responsioja vagy a
kéziratos hagyatéka mit mond err61?

3. BOLYAI JANOS ES A KVATERNIOK?

A vilaghdlén is elérhet6 CSEKE Vilmos (1915-1983) kolozsvari matematikaprofesszor irasa,
amely a Korunk folydirat 1975. juliusi szamaban jelent meg Uj hazai eredmények a BOLYAI-
kutatasban [4] cimmel. A dolgozatban BOLYAI Janos Responsio cimii palyamunkajarol ezt
olvashatjuk: ,,Ebben a munkajaban BOLYAI a mai kvaternié-elmélet (a komplex szdmok négy egység
bevezetésével torténd értelmezése) alapjait vazolta fel, a biralobizottsag azonban a tulsagosan
tomoren megfogalmazott és az Appendixre is hivatkozo dolgozatot valosziniileg meg sem értette, és
ezért nem dijazta. Ezzel szemben emliti TORO a modern tudomdny késéi »igazsdgszolgaltatasaként«,
hogy ma a neutrind-terek spinor-egyenletét kvaternio formaban irjak fel. igy talalkozik tehat BOLYAI
Janos két remekmiive a modern fizikaban.”
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TORO Tibor (1931-2010) temesvari fizikus emlitett tanulmanyéaban a kovetkezéket irta [10]: ,,Ha
azonban egy kicsit részletesebben megvizsgaljuk a kvaterniok felfedezésének koriilményeit és az ezzel
kapcsolatos irodalmat, akkor rajoviink, hogy maga a felfedezés nem ennyire egyértelmiien fiiz6dik
HAMILTON nevéhez. Ugyanis azt mar kevesebben tudjék és ismerik el, hogy a kvaternié fogalmanak
bevezetésehez BOLY Al Janosnak is 1ényeges hozzajarulasa van. S6t mit tobb, egyes szerzOk szerint
[3] BOLYAInak a kvaterniok felfedezésében, prioritdsa van HAMILTONnRal szemben.”

TORO idézi még ALEXITS Gyérgy (1899-1978) matematikus véleményét is, miszerint BOLYAI
Janos ,kétségkivil a komplex szamok ugynevezett kvaternidkon alapulé elméletének egyik
felfedezdjévé valt.” Gondolatmenetét a kovetkezokkel zarja: ,,Itt most nem &ll szandékunkban
részleteiben is tovabb elemezni a kvaternid agas-bogas kérdéseit. Csak hangstlyozni kivantuk BOLYAI
J&nos jelentds hozzdjarulasat e tudomanydg kialakuldsahoz, féleg azért mert nemcsak életében, de
sajnos haléla utdn sem ismerték el eléggé, hogy BOLYAI W.R. HAMILTON mellett a kvaternidk
elméletének egyik megalapitdja.”

Mire utalhatnak a fenti sorok? Nyilvan a Responsiora, hiszen abban BOLY Al Janos valéban négy
kilon egységet vezet be rendre a +1, —1, +i, —i-re az alabbi jeloléseket hasznalva,

+1’ '_"1’ +1y !

valamint tovabbi négy miiveleti jelet,

o, G oty e

rendre a +1, —1, +i, —i-vel val6 szorzasra. Erezheté ebben apjanak BOLYAI Farkasnak (1775-1856)
a negativ mennyiségekre vonatkozé elméletének tovabbfejlesztése, ahogyan Paul STACKEL (1862—
1919) német matematikus €s matematikatérténész is irta [11]: ,,az atya itt is a fia elé vilagitott”. Ha
valaki szemiigyre veszi még a Responsio szorzasi képleteit, s6t a fenti négy jelnek korokon vald
szemléltetését, azok a kvaterniok hasonld képleteire és koreire emlékeztethetik.

Ske= e X e el

A kéziratos hagyatékban [2] a szorzéasi tablanak egy majdnem teljes valtozatat is megtalaltuk a BJ
1141/1 jelzetli oldalon, aminek érdekessége, hogy BOLYAI Janos ezt egy 1844. marciusi lotto (BJ
1141/1v) hétoldaléra jegyezte fel. (A teljes tablazat 16 szorzast tartalmazna az Gsszes lehetéséget
figyelembe véve. Itt egy szorzas hianyzik csak, a —i x (—1), a Responsioban persze benne van az is.)
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BOLYAI a Responsioban megjegyzi, hogy pontosan 4 egységet kell bevezetni, s6t azt is irja
»azert nem tobbet vagy kevesebbet, mert a vizsgdlatbol majd kitiinik, hogy csak négyre van sziikség”,
bar ezt késdbb nem bizonyitja. STACKEL azonban még megjegyezte, hogy talalt a BOLYAI-
hagyatékban egy olyan 1830 marciusabdl szarmazo katonai jelentést, aminek hatoldalan BOLYAI
megprobalta a szorzast olyan rendszerben magyarazni, amely 6 egységbdl alakul és megvizsgalja mi
torténik akkor, ha két ilyen egység szorzatdt ismét valamely egységgel tesszik egyenl6vé.
Vizsgalatanak eredményeként megjegyzi, hogy az ilyen rendszerekben elvesznek a legszebb
kovetkeztetések, habar lehetetlenséget nem tartalmaznak.

Vegylk ismét szamba a fentieket! BOLYAI Janos négy egysége a kvaterniok egységeinek
felelnek meg? BOLYAI a Responsioban a P, Q, R, S betiiket vezeti be az alabbi jelekhez:

ol B ey e

Vajon tudunk-e olyan megfeleltetést létesiteni a kvaternio egységei és BOLYAI egységei kozott,
amelyek 6sszhangban vannak a szamolasi szabalyokkal? Nem tudunk. BOLY Al egységei nem elégitik
ki a kvaternidk szorzasi szabalyait. Ha BOLYAlnal példaul az R-hez az i egységet, S-hez a k egységet
feleltetjuk meg akkor egyarant teljestilnek a kvaternioknal és BOLYAI-nal eldirt R? = i? = §%2 =
k? = —1 6sszefliggések. BOLYAInal az RS = SR = P is teljesil, viszont ez a kvaternioknal mar nem
allhat fenn (ik # ki), ott a szorzds nem kommutativ, a kvaternié egységeket forditott sorrendben
Osszeszorozva az eredmények egymas ellentettjei. A BOLYAI altal bevezetett egységek szorzotablajat
Osszehasonlitva a kvaterniok tablazataval (itt most a P =1,Q =i,R =j,S = k hozzarendelést
hasznélva) lathat6, hogy bar lehetnek azonos eredmények benne (szam szerint 9), de a két tablazat
mégsem azonos. A legfeltiindbb, hogy a kvaterniok tablazata nem is szimmetrikus a féatlora, mivel a
milvelet nem kommutativ.

| P Q@ R S | P Q R S
P | P Q R S P | P Q R S
Q | Q P S R Q | Q -P S -R
R | R S QP R | R =S -P ¢
S | S R P Q S | S R -Q -P

BOLYAI egységeinek szorzétablaja (balra) és a kvaterni6 szorzotabla (jobbra)

Ahogyan mar WESZELY Tibor (1936-2019) marosvasarhelyi BOLY Al-kutato, matematikus és
matematikatorténész is felhivta a figyelmet a BOLYAI Janos matematikai munk&ssaga cimii
konyvében [12] téves az a kovetkeztetés, hogy ,,BOLYAI a kvaterniok elméletének egyik felfedezdje”.
wJelentdos azonban az a kijelentése, amelyet a Responsio utolso paragrafusaban is megismétel: , ...
(tetszés szerint) a mennyiségeknek akarhany nemét [s ennek alapjan egységét] vezethetjik be;
csakhogy ez [a komplex szamoknal] nem szlikséges.”

Magam is ugy gondolom, hogy BOLYAI Janost tllzas a kvaternio-elmélet torténetében kiilén
kiemelni, viszont a komplex szamok elméletének torténetében természetesen igen is helye van!

4. GAUSS ES A KVATERNIOK?

KISS Elemér (1929-2006) marosvasarhelyi BOLYAl-kutatd matematikus Matematikai kincsek
BOLYAI Janos kéziratos hagyatékabdl cimli konyvében megjegyzi, hogy HAMILTON, ,,amikor a
kvaterniokrdl sz6l6 konyvét megkildte GAUSSnak, hasonld vélaszt kapott, mint BOLYAI az
Appendixre.” Sejthet6, hogy mi lehetett a valasz. Carl Friedrich GAUSS (1777-1855) nem egy
matematikusnak felelt Ggy, amikor az elkildte neki munkajat, hogy annak tartalmat 6 mar ismerte.
Ugyan nem tartozik szorosan a témankhoz, de megjegyezzik, hogy GAUSS az orosz Nyikoldj
Ivanovics LOBACSEVSZKIJ (1792-1856) miivével kapcsolatban is igy nyilatkozott egyik levelében:
,LOBACSEVSZKIJ miivében nem talaltam 1j eredményt, bar a felépitése mas megkozelitést kdvet,
mint az enyém”. Vajon GAUSS szamara tényleg nem volt Gjdonsag HAMILTON kvaternio-elmélete?
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GAUSSrél azt mondjak, hogy 1819 koril szintén felfedezte a kvaternidk elméletét, am ez a
munkaja csak 1900-ban jelent meg [5]. HAMILTON hallott ilyesmir6l maga is, de amint egyik
levelébdl tudjuk, nem hitte el. Szdmomra az kiilonésen meglepd, hogy ha Gauss valdban a kvaternio-
elméletet fedezte itt fel, akkor STACKEL, aki GAUSSnak a szoban forgd dolgozatat szerkesztette és
még megjegyzest is irt hozza, vajon miért nem emlitette ezt meg a BOLYAI-monogréafiajaban.
GAUSS térbeli transzforméaciokat vizsgal, aminek persze van kapcsolata a kvaterniokkal, no de hol
van az elmélet algebrajanak részletes bemutatasa? Véleményem szerint HAMILTON kétkedése jogos
volt.

Ilyen erével persze Leonhard EULER (1707-1783) svajci matematikus is el6futara a kvaterniok
elméletének, hiszen az altala Christian GOLDBACH (1690-1764) porosz matematikusnak 1748.
majus 4-én irt levelében beszamolt az alabbi nevezetes azonossagarol:

a? + a3 +a3 +ad)(b? + b2 + b3 +b%) =

a1by — azby — azby — agby)?+

(
(
(a1by + azby + azby — aghs)®+
(a1b3 — agby + azby + agby)+
(

a1b4 S a-_)b3 v (1-3b2 > E (l4b1 )2.

Ez az osszefliggés szintén rokonsagban van a kvaternidkkal. (llyen formula, ahol két n-tagu
négyzetosszeg szorzata ismét n-tagl négyzetdsszeq, csak az n = 1,2,4 és 8 esetén lehetséges.) Olinde
RODRIGUES (1795-1851) francia bankar és matematikus 1840-ben vektorok harom dimenzidban
val6 forgatdsara hasznalt a kvaterniokkal rokon képletet, 6t szintén a kvaternio-elmélet uttoréi kozott
tartjak szamon [1].
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