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Abstract

In my thesis, I would like to show that the hyperbolic view has a place in our thinking outside of mathema-
tics. There are two axiomatically equivalently founded geometric systems for describing the same physical
reality. The theory developed by Janos Bolyai, and at the same time by Lobachevsky and Gauss, allows us to
believe our eyes, even if the sight contradicts the geometric statements we learned in childhood.
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Kivonat

Dolgozatomban azt szeretnem megmutatni, hogy a hiperbolikus szemlélet a matematikan kiviil is helyet kap
gondolkodasunkban. Tobbféle, axiomatikusan egyenértékiien megalapozott, geometriai rendszer létezik,
ugyanannak a fizikai valosagnak a leirasara. A Bolyai Janos, és vele egy idoben Lobacsevszkij és Gauss altal
kidolgozott elmélet lehetové teszi szamunkra, hogy higgyiink a szemiinknek, akkor is, ha a latvany ellentmond
a gyerekkorunkban megtanult geometriai allitasoknak.

Kulesszavak: Bolyai Janos, hiperbolikus geometria, a latvany elemzése

1. BEVEZETES

Az altalam vizsgalt probléma: Hogyan valhat a mindennapi gondolkodas részévé a hiperbolikus geo-
metria? Hihetiink-e a szemiinknek, ha az ellentmond a korabban tanultaknak? Matematika tanarszakos hallga-
toknak tanitottam matematikatorténetet az ELTE-n. Amikor Bolyai Janoshoz értiink, mindig felpezsdiilt a han-
gulat. Az 6rakon a matematikai probléma, a parallelak kérdésének megoldasa volt a kézpontban, de kitértiink
a matematikai elézményekre, Bolyai-Lobacsevszkij-Gauss kutatdsainak egyidejiiségére, Bolyai elsObbségére
(7), és alkalmanként arra is, hogy a geometriak 1étezése hogyan befolyasolta a matematikai axiomarendszer
tulajdonsagaira vonatkozo tudomanyos nézeteket. A tananyag keretein kiviil esik az, hogy a vilag geometriai
leirasanak naiv nézetei hogyan kaptak 1j értelmet a hiperbolikus geometria tiikrében. Ebben a munkaban ezt a
valtozast szeretném néhany példan keresztiil bemutatni.

2. ELOZMENYEK

2.1. Az 6si vilagkép és a térképek

Sok nép mitoszaiban el6fordul az életfa (8). A fa koronaja jelképezi a fels6 vilagot, gyokerei az alvilagot,
¢letiink pedig a fa torzse koriili korongon zajlik. Ugyanezt a szemléletet tiikkrozik a népmeséknek az a fordulata,
amikor a hés banataban elszalad a vilag végére és ott iilve a semmibe 16gatja labat. Ezeket a nézeteket a térké-
pek kézzel foghatoan, szemmel lathatdan tiikkrozik. Smith (10) matematikatorténet konyvében szerepld harom
antik gorog térkép a mitikustol a gyakorlati célokat szolgalo, a f6ldgomb akkor ismert egészét bemutato utat
abrazolja.
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2.2. Arisztotelész nézetei Toth Imre tolmacsolasaban
Toth Imre (11) filologiai kutatasai szerint a gérdg filozofiaban tobbféle geometria lehetdsége felmeriilt.
Arisztotelésznél olyan megjegyzéseket fedezett f0l, amelyek szerint a parhuzamossag problémajat is felvetette.
Az antik gordg kultira hanyatld korszakaban, amikorra megsziint a tudomanyokkal foglalkoz6 bolcsek kozotti
€16 parbeszéd, megkezd6dott a parhuzamosokra vonatkozd allitas bizonyitési kisérlete, szemben Euklidesszel,
aki az egyetlen pdrhuzamos 1étezését axidomaként mondta ki.

2.3. Gauss Gottingenben

A hiperbolikus geometria koriili értetlenséget erésitette Gauss allasfoglalasa, amely szerint azt a gondolatot,
hogy a haromszog szdgeinek 6sszege nem feltétleniil 180 fok, nem szabad nyilvanossagra hozni, mert megza-
varja az embereket. Mi torténne a tarsadalomban, ha az akkor, a XIX. szdzadban is zavaros években, kideriilne,
hogy a matematikdban sem lehet bizni? Az torténtekrdl egy 1) 6sszefoglalas is olvashato (6). Az eredmények
természetesen szép lassan kiszivarogtak, és a bizonytalansag akar a zsurnalisztikaban is megjelenik: Talalkoz-
nak vagy sem az egyenesek végtelenben?' Mit mond errdl a tudomany? Tessék erre a kérdésre rovid, konnyen
érthet0 valaszt adni. Lehet roviden valaszolni, de az természetesen nem lesz kdnnyen érthetd: Attol fiigg, hogy
melyik geometriaban tessziik fol a kérdést.

3. KOVETKEZMENYEK

3.1.Tul a filozofian

Mara nem csak filozofiai kérdés, hogy melyik geometria irja le pontosan a vildgunkat. A gyakorlatban
kidertilt, hogy a koriilményektdl fiigg, hogy melyik megkozelitést érdemes alkalmazni. Kis méretek esetén az
euklideszi, a hiperbolikus ¢s az elliptikus, azaz a gdmbi geometria egyarant alkalmas a sik vagy a tér leirasara.
Csak éppen a szamitasok elvégzésben van Oriasi kiilonbség az euklideszi geometria javara. Csillagaszati mé-
retekben a hiperbolikus geometria a jobb valasztas. Felmeriilhet a kérdés: Lathatjuk-e a végtelent? A latota-
volsagnak nincs hatara, hiszen akar szabad szemmel lathatjuk a fényét az eddig ismert legtavolabbi csillagnak
is. A Triangulum galaxis t6liink 3 milli6 fényévre van. '

3.2. Latasunk

A legujabb anatomiai és lataskutatasok arra utalnak, hogy a szemiink képalkotasara a hiperbolikus geomet-
ria a jellemzd. Ez egyrészt a szem finomszerkezetének jellemz6ib6l tudhatod, masrészt mi magunk is tapasztal-
hatjuk, ha 6sszehasonlitjuk a fényképen és az agyunkban megjelend képet. Néhany fotds szerint a kozottiik
1év6 kiilonbség nyilvanvalo, masok szamara irrelevans a probléma. Az angol nyelvii szakirodalomban (1, 5)
emlitik a latas geometriajanak hiperbolikus jellegét, magyarul eddig nem olvastam rola. A jelenség (a latasban
jelenlévo hiperbolikus geometria) egyszeriien is megfigyelhetd. Képzeljiik el, hogy egy zold hattér elott 1&vo
kis piros viragot néziink. Ha fényképet készitiink egy egyszerii géppel, akkor vagy a nagy egészet latjuk, vagy
ranagyitunk a viragra, és akkor azt. Szabad szemmel viszont egyszerre észleljiik a hatteret is, és a szamunkra
fontos részletet is.

3.3. Escher abrak
A hiperbolikus geometria csodalatba ejtette a grafikust, aki elkészitette a Circle limit? sorozatot, ami a hi-
perbolikus geometria Poincare korongmodelljének miivészi abrazolasa.

L https://www.warbyparker.com/learn/how-far-can-the-human-eye-see

2 https://en.wikipedia.org/wiki/Circle_Limit_Ill
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3.4. Adatvizualizalas

Befejezésiil a hiperbolikus geometria egyik modern, hétk6znapinak tiind alkalmazasat emlitem meg (2, 3,
4, 9). Mindannyiunk szamara ismerds, amikor keresiink valamit az interneten és megjelenik tobb milli6 talélat.
Tobb vizsgalatban is megallapitottak, hogy az emberek tobbsége az els harom talalatot nézi meg, joval keve-
sebben akar tizet is, de komolyabban szinte senki sem kezdi el attekinteni a javasolt olvasnivalokat. Ezen segit,
ha az informacidk nem linearisan, hanem a hiperbolikus sikon, pontosabban annak modelljén jelennek meg. A
klasszikus példa a jaguar volt. A vizsgalat esetében az els6 10 taldlat mindegyike az automarkéra vonatkozott.
Az allat csak késobbi helyen szerepelt eldszor. Ez a tajékozatlan olvasot, mas, természetesebben eldfordulo
esetekben félrevezetheti. A javasolt megoldas: egy korlapon megjelennek kiilon csoportokban a fogalom ér-
telmezései és az olvaso a szamara érdekes uton haladhat tovabb, tgy, hogy kozben az egyéb informacidk is a
szeme el6tt maradnak, de a hattérben, a korlap széle felé, egyre kisebbedd méretben. A kdrlap centrumaban az
olvaso szamara fontos informaciok talalhatok. Az, hogy mi keriil az adott pillanatban a centrumba, az olvaso
dontésén mulik. Az informaciok kozotti kapesolat, az informacidk hierarchiaja a gondolati térképekbdl isme-
r0s lehet szamunkra, bar ott a méret vagy nem jatszik szerepet, vagy nem az informaciok helyzetétdl, hanem
azok megjelend tartalmatol fiigg.

4. KOVETKEZTETESEK

A Bolyai Janos altal kidolgozott matematikai elmélet, az abszolit geometriara épiil6 hiperbolikus geometria
megvaltoztathatja véleményiinket a tudomanyos nézetek €s a tapasztalat ellentmondasossagarol is. A két szél-
sOséges nézetet:

1. atudomany értelmetlen, semmi koze a valosaghoz és
2. aki annak hisz, amit lat, és nem azt fogadja el, amit tud, alkalmatlan az absztrakciéra, a tudomanyos
gondolkodasra
érdemes komolyan venni €s megcafolni. A tudoményos gondolkodas, mikozben egyre messzebbre, egyre ma-
gasabbra, vagy inkabb mélyebbre ér el, mindennapi tapasztalatainkrol is egyre tobbet tud mondani.
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i Kérdezd az interneten (Gyakori kérdések): Valaki mondja mar meg. Talalkoznak vagy nem az egyenesek a végtelenben?
Az egyik vélasz: A kérdés értelmes, de nem lehet ra egyértelmt valaszt adni.

1. Kimérni nem lehet, mert a haromszogek szogei, vagy a parhuzamosok tavolsaga (kozeledése), olyan kicsit térnek el az euk-
lideszi, az iskolaban megismert geometria adataitol, hogy annak észlelésére a f6ldi méretek nem elegenddk.

2. Elméletileg mind a két geometria tokéletes, hibatlan rendszert alkot.

3. Praktikusan, foldi méretekben az euklideszi geometriat alkalmazzuk. Es kozben gondolhatunk kétféleképpen:

a) az euklideszi geometria az igaz, és mi pontosan mériink és szamolunk.

b) a hiperbolikus (Bolyai) geometria az igaz, ¢s mik6zben ugyanazt mérjiik és szamoljuk mint az elébbi esetben, de ezeket az
adatokat most jo kozelitésnek képzeljiik.

4. Rajtunk all, hogy olyan messze, amit semmiképpen nem lehet ellendrizni, vagy éppen a végtelenben, hogyan képzeljiik el,
talalkoznak-e vagy nem az egyenesek. Mind a kettd elképzelés elméletileg jol megalapozott.

EMT


https://www.hlevkin.com/hlevkin/90MathPhysBioBooks/mathHistory/Smith_History-Of-Mathematics-Vol1_1923.pdf
https://www.hlevkin.com/hlevkin/90MathPhysBioBooks/mathHistory/Smith_History-Of-Mathematics-Vol1_1923.pdf
https://www.ponticulus.hu/rovatok/hidverok/inmem_tothimre.html#gsc.tab=0

