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Abstract

The histrical evolution of the notion of entropy is sketched from Clausius to the artificial intelligence. From
the thermodynamical bennings related to steam engine work and heat, through the atomic kinetic models, this
evolution is highlighted, finishing with contemporary extensions like black hole entropy, non-convcentional
entropies by Renyi and Tsallis, and finally entropy-like quantity, teh gintropy, used in analyses of wealth and
income inequalities.
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Kivonat

Az entropia kifejezés torténeti fejlodését vazoljuk fel Clausiustol a mesterséges intelligenciaig. A gézgépek
altal végzett munkaval és hovel kapcsolatos kezdetektol, at az atomszintii kinetikus modelleken, elemezziik ezt
a fejlédést, befejezve olyan kortars Kiterjesztésekkel, mint a fekete lyukak entrdpiaja, a nem hagyomasnyos
Rényi és Tsallis entropia, s végul a vagyoni és jovedelmi egyenlétlenségek analiziseiben szerepld entropia-
Szerti mennyiség, a dzsintropia.

Kulesszavak: entropia, ho, az élet evolucidja, informacio, fekete lyukak, egyenldtlenség-indexek

1. Az ipari hoskor és a termodinamika

"t

The total energy of the universe
is constant; the total entropy is Rudolf Clausius:
continually increasing.

Az univerzum teljes energiaja allando;

~ Rudolf Clausius

a teljes entropia folyamatosan né [2].

AZQUOTES

Az entropia sz6 gordg eredetet sejtet. Azonban nem az okorban keletkezett, hanem a tizenkilencedik
szazad hatvanas éveinek elején: Rudolf Clausius, német professzor vezette be ezt a fogalmat a fizikaba. Akko-
riban divat volt gérog hangzasu szakkifejezéseket hasznalni, a klasszika filologia atitatta Eurdpa levegojét.

Az en- képz0 a -ba, -be toldaléknak felel meg, de a hozza-kotottséget is mutatja. A hasonlo fizikai szak-
kifejezés, az energia, a befektetett eréfeszités (»erg«), munka hatasara valtozé mennyiséget jelol. Az entropia
szoban a ,,troposz” a hely, a cél. Az entropia egy helyhez kot6dé mennyiség — azonban ez a hely nem a geo-
metriai koordinatak altal jelolt hely. Egy sokkal absztraktabb térben kotodik az értéke pontokhoz: a hétani
mennyiségek mint paraméterek terében [3,4].
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Miért ez a detour? Miért nem trivialis a dolog, hiszen a mennyiségek altalaban pontrél pontra valtoznak.
Nos ez az, ami nincs igy. A hétan, termodinamika, is mozgasokat, palyékat ir le a hdtani paraméterek terében.
A Kklasszikus térkép a térfogat (volumen, V) €és a nyomas (presszio, p) értékeket kdveti egy gaz allapotanak
valtozasait leirva. A gazon vagy a gaz altal végzett munka, a pdV tagok Osszege pedig a p(V) gorbe alatti
tertilet. Ha a gdzon (vagy g6zon) korfolyamatot hajtunk végre, azaz t6bb munkafézis utan visszajutunk az
eredeti (p,V) pontba, akkor a netté munkavégzést a zart palya altal korbefogott teriilet mutatja. Ez végtelenil
sokféle uton tehetd meg [5].

Nicolas Leonard Sadi Carnot:

Nicolas Leonard Sadi Carnot —“Zf‘

The production of motion in the steam mozgas eldallitasa a gézgépben mindig olyan

ENEI0E Ahays gecurs (i chitumstanses kortlmények kozott torténik, amit sziikséges
which it is necessary to recognize,

namely when the equilibrium of caloric felismerni, nevezetesen amikor az egyensulyi
e il sl kalorikum helyreall, vagy (masképpen szélva)
differently) when caloric passes from . ) ) L

the body at one temperature to amikor a kalorikum atmegy egy adott hémér-
another body at a lower temperature. sékletii testrél egy masik, alacsonyabb hémér-

AZQUOTES ———w‘% sékletii testre. [6]

Kideriilt azonban, hogy a gépezet teljes energiajanak a valtozasa nem meriil ki ebben a munkavégzésben.
A kozben fellép6 hokozlés is szamit az energia megvaltozasaban, a kettd Gsszege az, amit az energia megma-
radasahoz figyelembe kell venni: dE = -pdV + DQ. A hékdzlés, DQ, szintén nem rendelhetd egyetlen ponthoz,
értéke attol fligg, hogy milyen tton valtoztatjuk a rendszert két pont kozott. Ez tehat nem egy-egy ponthoz,
paraméterponthoz kotott mennyiség. Ugyanakkor atszamithato a mechanikai munkavégzés egységeibe, kisér-
letileg megmérheté modon: Joule és Kelvin szellemes kisérletei bizonyitottak ezt (1 kcal = 427 mkp).

————————  James Prescott Joule ———“ﬁf

My object has been, first to James Prescott Joule:

discover correct principles and

then to suggest their practical Az volt a célom, hogy elébb a

development.

helyes elvet fedezzem fel

és azutan javasoljak praktikus fejlesztést. [7]

Rudolf Clausius olyan fogalmat keresett, ami paraméterponthoz kothetd, aminek a valtozasa csak a
kezdo és végpontbeli értékektdl fiigg, de nem a kézben megtett palyatol. Ezért helyhez, troposzhoz kotottnek,
entropianak nevezte el ezt a mennyiséget. S-sel jelolve az entropiat, valtozasat dS-nek jeldljiik (a ,,d” a diffe-
rencia szora utal). Hasonléan a mechanika munka pdV kifejezéséhez a h6t DQ=TdS formaban irta fel, ahol T
a Kelvin altal bevezetett és a Boyle-Mariotte valamint Robert-Mayer altal felirt idealis gaztdrvényben szereplo
un. abszolat hémérséklet. A hét tehat a hémérsékleten tul az entropia valtozasa adja, s ezzel az energia meg-
maradasa legegyszeriibben a dE=TdS-pdV képlettel jellemezheto [3,4].

Ez az entropia kiilonleges mennyiség. Kiilsé energiacsere nélkiil, a teljes rendszerben az energia meg-
marad és az entropia — nem csokkenhet. Ertéke allando, vagy novekszik. Ez az els6 olyan fontos és alapvet6
felismerés a fizikaban, aminek matematikai leirasa egyenl6tlenség formajat 6lti: dS > 0. Ezt mondja ki a ter-
modinamika masodik f6tétele. Fontos megérteni, hogy ez csak energetikailag izolalt (,,zart”) rendszerekre
igaz.

Az entropia ndovekedésének elvével ekvivalens az, hogy a hé magatdl a melegebb testrél a hidegebbre
aramlik, ezt Joule, Kelvin és Maxwell, késébb Planck hangstlyoztak. Az interneten nemrég feltiintek olyan
érvelések, amik szerint ennek a tételnek az élet 1étrejotte €s felviragzasa, egyre Osszetettebbé valasa a F6ldon
ellentmond. Olyan formaban is, hogy az egyre komplexebb ¢éldlények megjelenése az entropia csokkenését
jelentené — tehat ez nem lehetne spontan evolticio terméke, csakis egy tudatos tervezo altal végrehajtott terem-
tésé. Ez az érvelés azonban félrevezeto.
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Foldiink ugyanis nem egy energetikailag zart rendszer. A naptdl hot vesz fel, a vilagirnek hét ad le. Ez
a planéta egy kozbiilsé termodinamikai test egy forrobb és egy hidegebb kozott. Valoban, a napsugarzas ho-
mérséklete kb. 6000 fokos, mig a vilaglr kb. 3 fokos az abszolut (Kelvin) hdmérsékleti skalan. A Fold altal
leadott infravords sugarzas pedig nagyjabol foldi hémérsékletii, azaz kb. 300 Kelvin fokos. Igy lehet a Fold
hémérséklete ingadozva bar de allando s mégis csokkenhet az entropidja. Csak éppen harom test figyelembe
vételével kell szamolni.
csenek kémiai reakciok, vagy az elektromégneses tér altal, esetleg egyéb fizikai hatasra végzett munka, akkor
ezek ekvivalensek, kiilonben nem. Energetikailag magukra hagyott rendszerektdl azt varjuk, hogy adiabatiku-
san taguljanak, a dE + pdV = TdS = 0 Osszefiiggést kielégitve. Ha nyomas van a rendszerben és a térfogata
szabadon nd, akkor a teljes belsd energia csokken. Nagyjabol igy hill az univerzum. Ha a nyomasrol és tagu-
lasrol is elfeledkezhetiink, akkor mind az energia, mind az entropia allandd, ,,megmarad”. Clausius h6halal
(Wirmetod) elmélete szerint ez a vilagegyetem sorsa: egészen a maximalis entropidig tart, s akkor egyensuly-
ban marad, nem lesz tobb valtozas, minden fizikai folyamat halotta dermed.

2. Atomelmélet, rend és kdosz

¥

Thoroughly conscious ignorance James Clerk Maxwell:
is the prelude to every real

advance in science. A tudatlanség teljes tudataban lenni minden

~James Clerk Maxwell

valodi tudomanyos haladds eldjatéka. [§]

Az entropia fogalma tehat a hokozléses (foleg gbzgépet hasznalo) ipari folyamatok megértése soran
alakult ki. Az azdta eltelt valamivel tobb mint masfél szaz év alatt azonban kidertilt, hogy ennél sokkal tobbre
képes. Ez a fogalom meglepden hasznos és mélyen szantd egy sor mas fizikai folyamat megértésében is.

Az elso 1épést a modern fizika felé az atomelmélet, s evvel kapcsolatban a ho kinetikus elmélete hozta
el. A hdmérséklet és nyomas kapcsolatba keriilt a gazokat alkotd atomok és molekulak mozgasi, kinetikus
energiajaval: a teljes bels6 energia egyenletes eloszlasa a lehetséges mozgasi iranyok, szabadsagi fokok kdzott
egyensulyban egyenletes, egységenként kT/2. Ebben az 6sszefliggésben szerepel a ,,k” allando, amit késobb
Planck nevezett el ,,Boltzmann allandonak™ [9].

Ebben az 0sszefiiggésben az entropia novekedés tétele j arcokat kapott. Boltzmann megalkotott egy
elméletet, amely a molekularis kdosz elvét alkalmazza: az egymassal iitk6z6 gazmolekulak nem emlékeznek
el6életiikre, palyajukra, hanem minden tijabb iitkozésnél mint két, egymastol fiiggetlen véletlen impulzusa
részecske hatnak kolcson. Ebben a modellben hosszt ideji zavartalan repiilések €s nagyon rovid, erdteljes
itkdzések valtjak egymast. Az elébbiben nem valtozik a részecske impulzusa, az utdbbiban két, azonos tomegi
részecske impulzust cserél. Ha a par teljes kinetikus energiaja sem valtozik, akkor rugalmas az {itkdzés.

Erre az elvre épitve Boltzmann matematikai levezetést adott arra, hogy a részecskék (kinetikus) energia-
closzlasa egy egyensulyi eloszlas felé tart, amikor is a sok-részecske eloszlas egy-részecske eloszlasok szor-
zatara faktorizalodik. Ez a hires H-tétel, aminek korollariuma, fontos {izenete az, hogy van egy mennyiség,
ami az egyensulyhoz tartas soran csak egy iranyban valtozik. A H mennyiség nem ndhet, negativja, ami az
entropiaval azonos, nem csokkenhet. Ez Oriasi 1épés, az entropia ndvekedési tétel mezoszkopikus magyardzatat
nyujtja [10,11].

Nem mindenki fogadta el ezt az eredményt. Hiszen a molekularis kdosz megfordithat6, barmely paros
iitkozés lejatszhatd az idoben visszafelé haladva is. S ez fizikailag, mikro-részleteiben semmiben sem kiilon-
bozik az id6ben elérehalado folyamattol. Hogyan lehet mégis, hogy Boltzmann azt allitja, hogy ilyen folya-
matok statisztikai ereddje egy makroszkopikus valtozas, ami az id6 iranyat kijeloli?

Prominens kritikus volt Henri Poincaré, aki a mozgasok dinamikai elméletét tanulmanyozva bebizonyi-
totta, hogy a helyek és sebességek in. fazisterében, barmely pont tetszéleges kozelségébe visszatérnek a pa-
lyak. Ez Boltzmannt nagyon bantotta. Ma mar ugy gondoljuk (és tanitjuk), hogy mindkét levezetés igaz a maga
helyén: a Boltzmann féle ,,felejtos” gazelméletben tényleg nd az entropia, mig Poincaré visszatérése a kezdeti
allapothoz olyan extrém hosszu id6t kivan, amely exponencialisa egy a részecskék szamaval novo
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mennyiségnek. Az altalunk lathato univerzumrol raadasul még mindig nem tudjuk, hogy zart rendszer-e. Min-
den esetre eddigi 1étezési ideje sokkal kisebb a Poincaré -féle visszatérési idonél a kezdeti allapotaba. Ez a
becslés az univerzum Osszes energiakvantumanak (elemi részecskék, atomok, foleg hidrogén, s a fotonok
szama, ami a nehéz részecskék szamanak mintegy milliardszorosa) a szaman alapul.

A 20. szdzad végére még egy érdekesség emlitendd, bar nem kapott kiilondsebb figyelmet: egy anti-H-
tétel is bizonyithato. Itt azt kell feltételezni, hogy a paros iitk6zés utdni impulzus-eloszlasok fiiggetlenek, s
ekkor az id6 iranya megfordul, H mindig nd, az entropia mindig csdkken. Ezzel helyreall az id6irany szim-
metridja. Vagyis valgjaban a Boltzmann-féle levezetés az entrdpia novekedésérdl mar eleve, a feltevéseivel
megsértette a mult — jovo szimmetriat. Az iddirany aszimmetriaja tehat most szemléleti vagy ténykérdés? 1déz-
ziik Stephen Hawkingot:

"You may see a cup of tea fall off a table and break into pieces on the floor... But you will never see the
cup gather itself back together and jump back on the table. The increase of disorder, or entropy, is what dis-
tinguishes the past from the future, giving a direction to time." ~ Stephen Hawking [12].

,, Barmikor lathatsz egy tedscsészéet leesni az asztalrol és darabokra térni... Azonban sohasem fogod
latni ahogy a csésze ujra osszeszedi magat és visszaugrik az asztalra. A rendetlenség novekedése, vagy az
entropia, az ami megkiilonbozteti a multat a jovotol, ami iranyt ad az idonek.”

A mogottes Iényeg az, hogy sokkal kevesebb rendezett allapot van, mint rendezetlen. Vagyis az entropia
ugy kotédik a rend — rendetlenség parhuzamhoz, hogy kdzben méri az ekvivalens allapotok szamat: egy adott
makroallapothoz szamtalan mikroallapot tartozhat. Ekkor hidba egyenld valosziniiségiieck a mikroallapotok, a
makroallapotok koziil az fog gyakrabban megvaldsulni, s a természetben gyakrabban el6fordulni, amelyikhez
tobb mikroallapot tartozik.

Ezzel visszatériink Boltzmannhoz. Az Gn. permutaciés entrépia az Osszes, a mikroallapotok egymas
kozti felcserélésével nyert lehetdség szamanak a logaritmusa. Feltételezve, hogy 6sszesen N mikroallapot van,
akkor ezek N! (N faktorialis, a szamok szorzata 1-t6] N-ig) sorrendbe rendezhetdk. Ugyanakkor, ha ezek kii-
16nb6z6 makroallapotokra, az emberi [éptékkel mérve megkiilonboztethet6 allapotokba rendezédhetnek, ame-
lyekben rendre Ny, N,, ... N, mikroallapot vesz részt, akkor az ismétléses permutaciok képletével kell megsza-
molni az eseteket:

N!

W=—o
N,'N,!...N,!

a lehetdségek szama. Ennek logaritmusa nagy szamok esetén a Stirling formula alapjan, vezet6 rendben az N
log N tipust tagokat tartalmazo kiilonbség,

logW = NlogN — N;logN; — N,logN,—...—N,logN,..

Megfigyelve, hogy az egyes megkiilonboztetett allapotok valoszinlisége éppen p; = N;/N-nel kozelithetd,
megkapjuk Boltzmann entropia képletét:

1
§=ylogW =1 —py —pz—...=py)logN — (p1logp, + pzlogp; +... +p,logpy)

Mivel az Osszes lehetdséget szamba véve N = Ny + N,+...+N,, a p; valosziniségek Osszege 1, s ezért az
eredmény univerzalis, a mikroallapotok N szamatol fliggetlen,

S=—Yl1pilogp; .

Masrészt, ha az atlagenergia rogzitett, akkor ez az entropiaképlet éppen akkor ad maximumot, amikor a valo-
szinliségek a megfelel allapotok energiaitdl exponencialisan csokkené modon filiggnek,

1
pi = ;exp(=E;/T).

Ez az energiaeloszlas a Boltzmann-eloszlas, mig ugyanez a gazmolekuldk sebességére nézve a Maxwell
closzlas. Fontos tulajdonsaga, hogy amig az entropia a lehet6ségek szamanak logaritmusa, addig ennek fordi-
tottja (inverze) az, hogy a lehetOségek szama az entropia exponencidlisa. Ez azt jelenti, hogy amikor a
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megvaldsulasi szamok szorzddnak, és fliggetlen rendszerek Osszetételekor ez a szokasos feltevés, akkor az
entropia 6sszeaddodik, additiv.

A termodinamika késobbi, axiomatizalo valtozatai ezt az additivitast alapfeltételnek tekintik. Ami
ugyanakkor nem minden helyzetben igaz. Ennek mélyebb megértéséhez ki kell térni az entropia képlet €s
fogalom szerepére az informacidelméletben.

3. Informacios tomorités

Claude Shannon:
We know the past but cannot

control it. We control the future but Ismerjiik a multat, de nem iranyithatjuk. Iranyitjuk a

L RE jovot, de nem ismerjiik [13].

— Claude Shannon —

AZQUOTES

Az entropianak, ami eredetileg egy hdéelméleti fogalom s kideriilt, hogy egyben a mikroszkopikus
(atomi, molekularis) rend és rendetlenség mértéke is, kdze van a tudashoz, az informéciohoz. Ezt mar Maxwell
felvetette, amikor gondolatkisérletet javasolt egy démonnal: a démon megfigyeli a gazmolekulakat, s amikor
egy tul lassut lat, kinyit egy ablakot és atengedi egy masik térfélbe, ugyanakkor, ha onnan jon egy gyorsabb,
akkor becsukja. gy egyenkénti valogatassal a hidegebb térfelet még hidegebbé, energiaban szegényebbé te-
heti, mig a melegebbet még forrébba, energiaban gazdagga. Csakhogy ez ellentmond a termodinamika maso-
dik fétételének, ami szerint a hd, ami nem mas, mint a molekuldk mozgasi energiaja, nem mehet a hidegebb
testrol a melegebbre, hanem csak forditva. Az entrdpianak nénie kell [13-21].

Ezt a felvetést Szilard Leo elemezte s rémutatott, hogy egy ilyen démon végteleniil felmelegedne, s ezzel
a két térfél plusz a démon harom-test-probléma teljes entropiaja tovabbra sem csokkenhet. A démon valogatasa
felmelegiti 6t, az informacidnak és a honek valami mély kapcsolatban kell allni egymassal [21]. A legujabb
kutatasok (pl. Evans) a molekularis ,,gépek” tanulmanyozasa soran megallapitottak, hogy iddlegesen, mik-
roméretben az entropia akar spontanul csokkenhet is, csak ugyanakkora csokkenés exponencialisan valoszi-
niitlenebb a ndvekedésnél. Ugyanez lathato a szamitogépes szimulaciokban is: az entrdépia minden véges rend-
szerben fluktual, még az energia megmaradasa mellett is, csak trendszerien nd, ahogyan az egyenstulyhoz
kozeledik a zart rendszer [22,23].

A Boltzmann féle entropiaképlet, az entropia kiszamitasa a kiilonb6z6 allapotok valosziniiségeibdl al-
kalmazhat6 az informécio egységeire is. Ezt eloszor Claude Shannon mutatta meg a bitek, a binarisan eldont-
hetd informéacio-morzsak elemzésével [8]. Levezetése a korabban népszerli Barkochba jatékhoz hasonld: tigy
kell kitalalni valamit, hogy csak igen vagy nem valaszokat kapunk. Ez a kétértékii valasz a ,,bit”, ezek sorozata
tomoriti az informaciot. Lehet az ,,igen” az 1, a ,,nem” a 0 jel, ekkor egy N hosszusagu jelsorozat (bit strang)
minden eleme kétféle lehet. Ez dsszesen — az ismétléses variaciok képletét alkalmazva — 2V lehetSség.

A Barkochbaban jol kell kérdezni. A leggyorsabban ugy jutunk el a feladvany kitalalasahoz, ha minden
1épésben a feltett kérdésiink nagyjabol felezi a hatramaradt lehetOségeket. Ekkor jutunk el N 1épésben
(igen/nem valaszokkal) a W = 2V lehetdség egyikéhez — a feladvany megfejtéséhez. Szaknyelven ez azt je-
lenti, hogy a binaris fa kiegyenstlyozott. Ugyanakkor W lehetdség esetén a legrovidebb kérdeésut hosszat meg-
ado képlet ennek a megoldasa, N = log,W.

A Shannon féle entropiaképlet ezért megegyezik Boltzmannéval, csak a természetes logaritmus helyett
a 2-es alaput hasznalja. Ennyire altalanositva az entropiat mar csak az elvont tulajdonsagok axioma-szeri meg-
kovetelése marad: 1) az entropia nem lehet negativ, 2) csak akkor nulla egy éallapotban, ha az az egyetlen
lehet6ség (vagyis a biztos igen és a biztos nem, a nulla és 1 valdszinliségli eseményre), 3) ha egy lehetetlen
eseményt vesziink hozz4 az eddigiekhez, az nem valtoztat a teljes entropian és 4) az entropia a valdsziniiségek
konvex fliggvénye. Ez utobbibol mar kdvetkezik, hogy — tovabbi feltételek hianya esetén — az egyenletes el-
oszlasra maximalis az entropia. Van még egy 6todik axioma is, az, hogy fiiggetlen eseményekre, amikor a
valoszinliségek szorzodnak, az entropia additiv, vagyis Osszeadodik. Ezt az 6todik feltételt sok modern
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entropiaképlet elveti, s a lehetséges képletek gazdagabb tarhazat tarja fel. Ugyanakkor Rényi Alfréd, magyar
matematikus 1960-ben mar megfogalmazott egy altalanositott képletet, ami szintén 6sszeadddik szorzat ese-
tén, de szerepel benne egy tovabbi paraméter a Boltzmann konstanson til — ami az informatikai entropiaban
nem jatszik szerepet. A Boltzmann entropia a Rényi és Tsallis képletek specialis esete. A Rényi entropia meg-
Orzi az additivitasi tulajdonsagot, a Tsallis entrdpia nem additiv, azonban varhat6 értékként jelenik meg, mig a
Rényi entropia nem [24,25,26].

Jakovac Antallal k6z6sen nemrég megjelent egy cikkiink a mesterséges intelligencia gépi tanuldsa soran
csokkend entropiarol [27]. Az eredmény nem meglepd, elismerve, hogy a tudas az entropia csokkenését felté-
telezi — a tudasra szert tevd alrendszerben. Mint egy olyan Maxwell démon, amibe hiitdgépet is épitettek. A
mesterséges intelligenciat futtatd hardverek valoban jelentds hiitést kivannak, akarcsak a miikodé emberi agy.

Itt olyan funkciok, amelyek osztilyozason alapulnak, mint a mintafelismerés, az észlelt képeket — bit-
sorozatok formajaban — relevans és irrelevans bitekre osztjak a tanulas eredményeképpen. A relevans bit, ami
az osztalyt irja le s ezért minden oda tartoz6 egyedi mintara azonos, rogzitett lesz: 1 ha egy kép (mintazat)
beletartozik az osztalyba (pl. kutya) és 0, ha nem (pl. macska, autd, ember stb.). A maradék bitek az irrelevan-
sok (pl. dog, pincsi, agar, boxer stb.). Ezek tovabbra is véletlenszertiek maradnak, osszességiik azonban egy
révidebb bitsorozat. fgy csokken az Al entropija. Ugyanakkor ezzel az algoritmussal elvileg azt is felismerheti
egy Al, ha valamit nem ismer fel — ez automatikusan a ,,nem kutya” kategoriaba kertil.

Az irrelevans bitek tovabbra is véletlenszertliek, az atlaguk 2. De mivel a tanulds végén kevesebb ilyen
bit van, és Shannon képlete szerint a rogzitett — akar nulla, akar egy — bitek entropia-jaruléka nulla, a teljes
entropidja egy tanult rendszernek kisebb mint a tanulatlannak.

Vajon altalanosithat6 ez az eredmény? A rendetlenség, a véletlenszerliség csdkkenése lenne a tanulasi
folyamatok legfontosabb fizikai kovetkezménye? A gépi tanulds hardvereiben megannyi Maxwell démon mi-
kodik, amiket (akiket?) éppen ezért hiiteni kell? Ez minden esetre egy atgondolandé felvetés.

A kovetkezo két fejezetben az entropia nem hagyomanyos szakteriileteken valo két alkalmazasat muta-
tom be, ami az entrdpia torténetének legfiatalabb — kortars — eseményeihez kapcsolodnak: a megéllithatatlan
gravitacios 6sszeomlast leiro fekete lyukakhoz tarsitott entropia torténetét és a szocialis-gazdasagi folyamatok
entropidhoz kapcsolasaval probalkozo kortars elméletek egy sziik szeletét. Ezen kutatasok egy-egy szeletéhez
magam is aktivan hozzéjarultam az utébbi 10-15 évben.

4. A sugarzas és a fekete lyukak entropiaja

Max Planck, aki leginkabb a kvantumfizika egyik szellemi atyjaként ismert, palyaja kezdetén a termo-
dinamika mélyebb kérdéseivel foglalkozott. Kirchoff nyomdokain, a hémérsékleti egyensulyban levd, adott
homeérsékletii idedlis, tin. fekete testek sugarzasat tanulmanyozva ismerte fel, hogy a rovid és a hosszu hullam-
hosszl spektrumrészek mas-mas térvényt latszanak kovetni, mikdzben a maximalis intenzitas helye — az an.
Wien torvényt kovetve — forditottan aranyos az abszolut hdmérséklettel. A hires Planck-féle sugarzasi képlet
egy interpolacié e két tartomanyra kiilon-kiilon érvényes formulak kozott.

Az talan mar kevésbé ismert, hogy ezt a képletet az entropiara vonatkozo athidalo képlet alapjan Gjra
levezette. (Az entropia energia szerinti els6 derivaltja a reciprok homérséklet, a masodik pedig kapcsolatos az
allando térfogaton vett hokapacitas reciprokaval.) Ezt a levezetést Simonyi Karoly is roviden ismerteti ,,A
fizika kultartorténete” cimii konyvében (Gondolat 1979).

Az entrdpia fontos volt Planck szamara. Fiatalabb kollégaja és partfogoltja, Albert Einstein, a fentiekbol
adodo egyensulyi energiaeloszlast a fotonok statisztikus eloszlasara vezette vissza Nat Bose indiai fizikussal
kozosen. Ezt az eloszlast azota — amit Planck egy elektromagneses sugarzassal toltott iireg és a falaban levo
kvantalt atomi oszcillatorok modelljébdl is kiszamolt — Planck eloszlasnak nevezziik (féleg a csillagaszatban)
illetve Bose-Einstein eloszlasnak (féleg a fizikaban). Szigoruan véve az els a spektralis eloszlas, ami a foto-
nok energiajanak az eloszlasa, a masodik pedig a fotonok impulzusénak az eloszlasa — analogiadban a Maxwell
¢és Boltzmann eloszlassal.
juk, csak az eloszlas valoszintiség-strtisége helyett egy un. stirliség operatort alkalmazunk a képletben. Ezt az
altalanositast Neumann Janos vezette be. De minthogy a klasszikus entropiaképletnek is hasznaljuk a logarit-
musosnal altalanosabb formait, a kvantum 6sszefonddott rendszerek elemzéseiben is fel-felbukkan a Rényi -
féle képlet, tobbnyire a q=2 extrém paraméterrel (q=1 volt a klasszikus képlet).

Ugy tudjuk, hogy Albert Einstein, bar a kvantumfizika sziiletésében vezetd szerepet vitt, pl. a fotonok
statisztikajat és kvantalt energiacsomag jellegét 6 igazolta el6szor s végiil a fotoeffektusért kapott Nobel dijat,

6 EMT



XVI. Tudomany- és Technikattrténeti konferencia

a koppenhagai interpretacioval (és teszem hozza, az abbol fakado operatoros formalizmussal) sohasem értett
egyet. Ez a formalizmus tlsdgosan intuici6 ellenes ahhoz, hogy a fizikai lényeget megragadja. A mérési fo-
lyamat ,,beugras” jellegét pedig képtelen igazolni az elmélet keretein beliil; ez egy extra kikotés.

Az altalanos relativitas elmélete, mindmaig az egyik legszebb fizikai elmélet, és mindmaig dsszeegyez-
tethetetlen a kvantummechanikaval. De harmonikus viszonyban 4ll a termodinamikéval, s6t az Finstein egyen-
let bizonyos megoldasai, amelyek egy gravitaciésan szingularis — végtelen térid6 gorbiiletli — pontot egy tigy-
nevezett horizonttal vesznek koriil, az entropia torvényével analog mdodon viselkednek.

Természetesen fizikai rendszerek esetén az entrdpia mellet az energia és a hdmérséklet is szerepet jat-
Bekenstein kezdeményezték [28-30]. A hdmérséklet aranyosnak adodik a horizonton mérhetd helyi (vordsel-
tolodas faktortdl megfosztott) graviticios gyorsuldssal, mig az entropia az eseményhorizont feliiletével ara-
nyos. A legegyszeriibb, szférikus (Schwarzschild féle) fekete lyuk esetén ez pusztan a dE=TdS képlet analogi-

4ja. Itt az eseményhorizontot létrehozo teljes tomeghez kapcsolodé E = Mc?a belsé E energia, mig kT = 2_::c g

a gyorsuladsnak megfeleld hdmérsékleti energia. Ez a képlet megegyezik az in. Unruh hdmérséklettel, amit egy
az egyiittmozgd rendszerben allandé gyorsulasu linearis trajektorian mozgd monokromatikus forras folyama-
tos Doppler-eltolodasbol adodo sugarzasi képletében a tavoli megfigyeld Planck eloszlds hdmérsékleteként
észlel. Itt a sebesség, s ezzel a Doppler eltoldodas ugyanis folyamatosan valtozé az iddben, s ezért a spektralis
felbontas nem pusztan egy eltolodott spektrumvonal lesz, hanem ilyenek folytonos burkoloja. Megrazé mate-
matikai tény, hogy ez a burkold éppen Planck eloszlasnak latszik, a fenti hdmérséklettel. Vagyis egy végtelen
ideig alland6 gyorsulds egy monokromatikus (egyetlen frekvenciat tartalmazo) jelbdl egy fekete test hdmér-
sékleti Planck spektrumot varazsol.

Miutan a gravitacids gyorsulds az eseményhorizont sugaraval Osszefiigg, g =

wz> €S ezt a sugarat az

S . ‘o e - , 26M
Einstein egyenletek Schwarzschild megoldasan keresztiil szintén a forrdstomeg, M, hatarozza meg, R = >

. . . (s 4tk kc? . L . .
konny(i levezetni az entropiat: S = % G-E?= %T[RZ. Vagyis a fekete lyuk entropia az eseményhorizont

felszinével (annak negyedével), s ezért az energia négyzetével lenne aranyos, mig az abszolut hdmérséklet az
energia reciprokaval aranyos. Ez egy problémat okoz: ha a hdmérséklet az energia csokkend fliiggvénye, akkor
a fajhd negativ, €s minél kevesebb az energia annal forrobb a fekete lyuk. Ez vezet az informacids paradoxon-
hoz, ha figyelembe vessziik a Hawking sugarzast: ugyanis minden pozitiv abszolit hémérsékletii test elvileg
energiat sugaroz s ezzel veszit. Nulla energia (és tomeg) értéknél végiil a fekete lyuk eseményhorizontja vég-
teleniil forroénak tiinik, s végteleniil sok energiat sugaroz. Kdzben a sugara s ezzel a feliilete s ezzel az entropidja
nullahoz tart, ami végtelen homérséklet mellett egy informatikai paradoxon: végtelen hdmérsékleten a Boltz-
mann eloszlas is egyenletessé valik, s igy az entropia maximalis, ami nem lehet nulla.

Czinner Viktor, Hideo Iguchi és Van Péter kollégaimmal kisérletet tettiink ennek a paradox helyzetnek
a feloldasara [31,32]. Sajnos a megoldasunk nem lett népszeri a szakérték korében, mert csak erre a specialis
esetre dolgoztuk ki —késdbb a forgd és toltott fekete lyukak Kerr megoldasara mar bonyolultabb a matematika.
A mi javaslatunk lényege a dE+pdV=TdS forma hasznalata. Ehhez meg kell konstrualni a térfogat jellegii
menyiséget. Intuitiven ez a kovetkezd: mig a fekete lyuk Hawking sugarzassal parolog a tomeg- €s energia-
vesztesége aranyos homérséklet negyedik hatvanyaval és a felszin nagysagaval. Ez 6sszességében egy a kez-
deti sugar kdbével aranyos teljes elparolgasi idot ad. Ezen 1d0 alatt, rétegrol rétegre, ennek c-szeresével rovidiil
a sugar. Végiil az eseményhorizont felszine szorozva c-vel és ezzel az idovel ad egy térfogatot, ami aranyos a
sugar 6todik hatvanyaval V ~ R®. Ez egy fizikailag értelmes nyomaéstagot ad, hiszen dE ~ dM ~ dR ~
pdV ~ 5pR*dR-bél kovetkezik p ~ 1/R* ~ T*ami minden feketest sugarzasra igaz. Megjegyezziik, hogy
egy V ~ RSjellegii térfogat az altalanos geometriaban is megfogalmazhato, a Christodopoulos-Rovelli térfogat
éppen igy viselkedik.

5. Entropiaszeri mennyiségek a szocialis fizikaban

A gazdasagi egyenlétlenségeket jellemzo nulla és egy (azaz 100%) kozotti mértékszamot, a Gini indexet
Corrado Gini vezette be az 1920-as években [33]. Ez azt vizsgalja, hogy a népesség hany szazaléka birtokolja
a teljes vagyon hany szazalékat. Ha ezt a két mennyiséget egymassal szemben abrazoljuk, akkor az un. Lorenz
g0rbét kapjuk: minél inkabb eltér ez a gorbe a diagonalistol, annal nagyobbak az eloszlasban rejlé kiilonbségek
[34].
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Ha mindenkinek ugyanannyi lehet csak a vagyona, vagy jovedelme, akkor egy extrém kommunisztikus
rendszert kapunk. Akkor a népesség 100%-a ugyanazt a vagyont, a birtokolhatd vagyon 100%-at birtokolja.
Ebben az esetben az x-nél tobb vagyonnal rendelkezok hanyada fliggvényében a naluk levo vagyon hanyada
egy diagonalis egyenes. Ha a gazdag végérol gylijtjiik az adatokat, akkor a — minden egyes elem esetén pozitiv
— vagyon hanyadgorbéje a populécios hanyadgorbe felett halad.

Kiilonb6z6 korokban és kiillonb6zé nemzeteknél, teriileteken ez a gérbe mas és mas. Mégis sok hason-
l6sag van koztiik, matematikailag néhany egyszerii osztalyba sorolhatok. A G Gini index a gorbe és a diago-
nalis kozotti teriilet kétszerese. Egyenletes elosztas esetén G=0, mig maximum egy haromszdg teriilete fér be
a hdnyadok négyzetébe a diagonalis felett, ami ', de erre G=1. A kiilonb6z6 nemzetek és évek dsszehasonlitasa
a gazdasagi és tarsadalmi egyenldtlenségek mérését szamokkal kifejezhetové teszi — persze tobb mas méro-
sz&m javaslat (,,index”) is forog a szakirodalomban.

Idézve Corrado Gini-t:

., The most notable difference (of the American character) lies in the psychology of work. In the Orient
one works to live; in Europe one works to consume, in America one works to work. These are the three stages
of a progressive evolution.”

., Az amerikai jellem legfigyelemreméltobb kiilonbsége a munkdhoz valo hozzaallasban jelenik meg. Ke-
leten az ember azert dolgozik, hogy megéljen; Europaban azeért, hogy fogyasszon; Amerikaban azért, hogy
dolgozzon. Ez egy halado evolucio harom lépcsdfoka.”

Forras: The Work of the Catholic Church in the United States of America (Nardini "Artistic" Publishing Com-
pany, 1956), p. 10.

F(x) . F(x) )
1 rich end Lorenz curve N ;// ;
777777777777777777777777777777777 i\cumulative | }:,/’
: end "(C)
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eno | 7
(x = OO) Fl‘ ’,‘:ﬁl’ E i ;
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A fenti abrakon egy-egy Lorenz gorbe lathato. A baloldali abra a fél Gini index teriileti jelentését, a
jobboldali a dzsintropia értékeit zold vonalakkal. Ezen tilmenden a szovegben nem elemzett Pareto arany
megallapitasat is szemléltetjiik, amikor a népesség p hanyada a vagyon 1-p hanyadat birtokolja. A klasszikus
arany p=20% birtokaban a vagyon 1-p=80%-a. Modern felmérések szerint ez jellemzéen inkabb 10%-90%.

Néda Zoltan és Telcs Andras professzorokkal mi a teriilet helyett a gorbe és a diagonalis kiilonbségét
javasoljuk vizsgalni [35-37]. Ez a ,,gintropy”’-nak, dzsintropianak nevezett mennyiség ugyanis az entrépidhoz
hasonl¢ viselkedést mutat. Ennek maximuma a Kalkutta index, vezeté ekonofizikusok egyik kedvence. Ezen
gorbe a két végpontban (nulla népesség €s a teljes népesség végpontjaiban) egyarant nulla, kiilonben mindig
pozitiv. Gorbiilete is mindig azonos eldjelii, mig az atlagjovedelemre (vagyonra) maximalis. Beldle mind Gini
index, mind entropia szamolhato.

Nemcsak vagyonra és jovedelemre, hanem barmely valosziniiség eloszlasra kiszamithatdo a Lorenz
gorbe, a dzsintropia és a Gini index — s az Osszes tobbi index is. Ugyanakkor az entropia Boltzmann vagy
Shannon képlete is. Erdekes, hogy a dzsintropia a kumulativ szézalékok fliggvényében hasonlé képletekre
vezet, mint a hagyomanyos entropia a valoszintiségek fliggvényében [39]. A kumulativ szazalékok ugyanis a
normalt valoszintiségek rész-0sszegei, egy adott érték felett. Megtalaltuk a Boltzmann képlet analogjat — pon-
tosan az exponencialis eloszlas esetén. Ugyanakkor a Tsallis képlet érvényes a kapitalista tarsadalmakra 4lta-
lanosan jellemz6 Pareto eloszlas esetén. A kvantum 0sszefonddas kapcsan néha alkalmazott =2 Rényi entro-
pia képletének analog kifejezését pedig akkor kapjuk, ha egy sziikre szabott tartomanyon beliil minden érték
(jovedelem, vagyon) egyforman lehetséges. Ez az ,,ablakszerii” eloszlas a hagyomanyos skandinav szocialde-
mokrata joléti modellt juttatja esziinkbe.
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A Pareto eloszlas, ami nem exponencialis, hanem hatvanyfiiggvény lecsengésii a nagy értékekre, nem-
csak a jovedelmi viszonyoknal fordul eld: nagyon sok jelenség mutat ilyen eloszlast. Az utobbi években Néda
Zoltannal dolgoztunk ennek matematikai hatterét leird véletlen folyamat modellen, a Local Growth Global
Reset (lokalis novekedés globalis visszahelyezés) modell kis 1épésekben csak novekedést enged, mig barmely
allapotbdl egy visszahelyezést a kezdeti allapotba. Ebben a modellben [37,38], ha mindkét fajta atmenet rataja
azonos, akkor az egyensulyi eloszlas Boltzmann -féle exponencialis, ha viszont a ndvekedés linearisan prefe-
rencialis (akinek van, annak adatik, ezért a kis novekedés gyakoribb a mar nagyobb értékekbdl kiindulva),
akkor Pareto eloszlas. Ez az eloszlas ugyanakkor a Tsallis entropidt maximalizalja adott 6sszenergia (8sszes
vagyon) mellett [39].

Ez a rovid 6sszefoglalo az entropia torténetérdl, valamint sokoldalu és egyben mély értelmii alkalmaza-
sair6l remélhetdleg felkelti az Olvaso érdeklédését a matematikai hattér tanulméanyozasa irant. Az attekintés a
teljesség igénye nélkiil késziilt, tobbek kozt kimaradtak olyan érdekes aspektusok, mint a kaotikus dinamika
alapjan szamolt Kolmogorov-Sinai entropia vagy az Einstein egyenletek levezetése termodinamikai eréként
Verlinde nyoman.
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