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ABSTRACT

The paper discusses the buckling of spherical shells. Our goal is to determine the buckling shape of
spherical shells subjected to concentrated load. The load-deflection diagram, concerning this case, is also to
be determined. It is shown that the buckling shapes with axisymmetry and discrete symmetry of revolution
have no direct connection between each other through inextensional deformations. The results of the proposed
model, which is able to treat buckling shapes with discrete symmetry of revolution (i.e. polygonal shapes),
show good agreement with experiments.

OSSZEFOGLALO

A cikk gombhéjak horpadasaval foglalkozik, célja a koncentrdlt erével terhelt gombhéjak horpadasi alak-
Jjanak meghatarozasa, illetve a horpadashoz tartozo teher-elmozdulas osszefiigges megallapitasa. Bebizonyitottuk,
hogy a korszimmetrikus horpadasi alak és a diszkrét forgdsszimmetrikus (poligonalis) horpadasi alak nem viheto
egymasba a feliilet nyulasmentes alakvaltozasai segitségével. A cikkben bemutatott, a poligonalis horpadasi ala-
kok figyelembevételere is alkalmas analitikus modell segitségével kapott eredmények jo egyezést mutatnak a kisér-
letekben tapasztaltakkal.

Kulesszavak: héj, gombhéj, horpadas, poligon, nyulasmentes alakvaltozas

1. BEVEZETES

A rugalmas anyagt vékony héjak nagy elmozdulasainak vizsgalata fontos szerepet jatszik a mechanikaban
és mas tudomanyteriileteken is. A héjak a feliiletszerkezetek egy specialis csoportjat képviselik. Feliiletszerkeze-
teknek nevezziik az egyéb méreteikhez viszonyitva viszonylag kis (altalaban elhanyagolhatd) vastagsaggal bird
szerkezeteket. Ezen belill héjaknak nevezziik azokat, amelyeknek kozépfeliilete (egy vagy két iranyban) gorbiilt
[6] [13]. A cikk gombhéjakkal foglalkozik. Gomb alakt vagy gombszerii héjak szamos kutatasi teriileten eléfor-
dulnak. Az épitdmérndki és gépészmérnoki kutatasokban a kupolak, héjszerkezetek, repiilégépek ¢s tirjarmiivek
szerkezeti részei, tovabba tartalyok, nyomastartd edények, mikrokapcsolok hangstlyosan szerepelnek. A nano-
technologiai kutatasok soran a nanoméreti szerkezetek, a fizikai kémiaban a kolloidrészecskék [26] alakvaltoza-
sainak vizsgalata szorosan kotodik a héjelmélethez. A bioldgiai és orvostudomanyi alkalmazasok szama meglehe-
tosen nagy, példaul az egyedfejlodés (1. abra) [9] [19], a biomimetikus polimerhartyak, a virusok és el6 sejtek, a
sziv és a keringési rendszer vizsgalata soran, vagy akar gyogyszerek zart molekuldba vald ,,csomagolésa” esetén.

A gombhéjak horpadasanak vizsgalata meghatarozé kutatasi téma volt a 20. szazad derekan [13] [16]. Nap-
jainkban tjra kdzéppontba keriilt ez a teriilet a vékony szerkezetek szerepének ndvekedése és a numerikus szami-
tasi technikak fejlodése kovetkeztében. A héjak teher-elmozdulas 6sszefliggésének meghatarozasa nem egyszeri
feladat, még jelenleg is jelentds eltérés tapasztalhatd az elméleti €s a kisérleti eredmények kozott. Ez az eltérés
nem csak a geometriai imperfekciok, anyagi nemlinearitas €s egyéb, figyelembe nem vett hatasok kdvetkezmé-
nye. Az eltérés nagyrészt az elméleti modellek tokéletlenségébol szarmazik.
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1. dbra
Tengerisiin embrio a sejtosztodas soran [9]

A kutatok a kozelmultig altalaban korszimmetrikus horpadasi alakot feltételeztek [7] [16] [25] [30] [35],
annak ellenére, hogy a horpadasi alak a valoésagban sokszor nem korszimmetrikus, hanem sokszog alaprajzi,
ahogy szamos publikacioban [1] [10] [11] [12] [15] [21] [31] [32] 1athato. A mindennapi €letben is szamos eset-
ben ez utobbit latjuk igazolddni, példaul vékony miianyag csomagoldéanyagok vagy akar pingponglabdak horpa-
dasa esetén. A publikdcidk tanusaga szerint a kutatok egyonteti véleménye az, hogy a gdmbhéjak horpadasanak
vizsgalata még nincs lezarva, a teriilet tovabbi kutatast igényel [1] [32].

Menyhard héjszerkezetekkel foglalkozo konyvében az a megallapitas szerepel, hogy a héjszerkezetek fo-
ként feliiletiikon megoszlo terheket hordanak [18]. Bizonyos esetekben, foként kis méretii héjak esetén azonban
nagy szerep jut a koncentralt tehernek is, illetve az ennek hatasara Iétrejové horpadasnak. Kutatasunk célja, hogy a
koncentralt er6vel terhelt gdmbhéjak horpadasi alakjat meghatarozzuk. Tovabbi cél a koncentralt teherhez tartozo
teher-elmozdulas diagram meghatarozasa. Ezeknek az eredményeknek az eléréséhez analitikus modellt fejlesztet-
tiink ki, mely megmutatja a lehetséges horpadasi alakokat, és megadja a teher-elmozdulas diagramot. A modell
szerint (és a valosagban is) a gombhéjak el6szor korszimmetrikus horpadasi alakot mutatnak a terhelés soran,
majd a teher novekedésével ez alakul 4t valamilyen nem-kdrszimmetrikus (poligonalis) horpadasi alakka. Kutata-
sunk sordan a nem-kdrszimmetrikus horpadasi alakok koziil csak a szabalyos sokszog alaprajzuakat vizsgaltuk,
melyeket diszkrét forgasszimmetrikusnak neveziink.

Szamos kutatasi eredményt talalhatunk koncentralt er6vel terhelt gombhéjakra vonatkozoan az irodalom-
ban, melyek diszkrét forgasszimmetrikus, altalaban szabalyos sokszog alaprajzu horpadasi alak feltételezésével
sziilettek. Bar 1ényegében ugyanazt a jelenséget targyaljak, az eredmények néha egészen eltéréek. A diszkrét for-
gasszimmetrikus horpadasi alakkal foglalkozik Pogorelov [24], és kritikus terhet allapit meg a horpadasi alak
korszimmetrikusbol diszkrét forgasszimmetrikussa valtozasahoz. Bushnell [4] és Penning [22] azt allitjak, hogy a
horpadasi sokszog oldalainak szama harom, négy vagy 6t lehet. Ezen sokszogek megjelenésének sorrendje a ter-
helés novekedésével szerintiik alapvetden ez, de — ahogy allitjak — a kisérletek ennek némileg ellentmondanak.
Fitch [8] szerint a horpadasi sokszog jellemzden nem valtozik a terhelés soran, a létrejovo sokszog a héj relativ
vastagsagatol (sugar-vastagsag aranyatol) fligg: vastagabb héjak 6tszog alakot (vagy esetleg korszimmetrikus
alakot) mutatnak, vékonyabb héjak esetén harom- vagy négyszdget lathatunk. Tarnai [29] nagyon vékony héjat
(melyben egy belsé merev gomb is talalhatd) vizsgal belsé vakuum-terhelésre. Ez nem az az eset, amelyet a kuta-
tok nagy része vizsgal, de érdemes megemliteni az Gsszetett, a héj egész feliiletére kiterjedd, 6t- és hatszogekbol
allo, méhsejtekhez hasonld mintazata miatt. Pauchard és Rica [21] a koncentralt teherrel terhelt gombhéjakat vizs-
galja, és a megallapitasuk az, hogy a horpadasi alak a kdvetkezOképpen valtozik a terhelés ndvekedésével: kor,
ellipszis, haromszdg, négyszog, 6tszog. Galpin, Grolleau €s szerzbtarsaik [10] [111] azt allitjak, hogy a horpadasi
sokszogek megjelenésének oka a gyartas soran kialakul6é anyagi anizotropia. Vaziri és szerzotarsa [31] [32] azt
allitja, hogy a sokszdgek megjelenésének sorrendje nagyjabol ugyanaz, mint Pauchard és Rica cikkében (kivéve
az ellipszist) [21]. Zart képletet is adnak az egyes sokszdgek megjelenéséhez tartozd elmozduldsra vonatkozdan,
mely tartalmazza a héj relativ vastagsagat (sugar-vastagsag aranyat). A merev lappal torténd nyomas esetét is
targyaljak, allitasuk az, hogy vastagabb héjaknal csak 6tszoget, vékonyabb héjaknal csak négyszdget lathatunk.
Quilliet és szerzotarsai [26] nagyon kis méretli gdbmbhéjakat (kolloidrészecskéket) vizsgalnak, melyeket belsd
vakuum-terhelésnek vetnek ala. A feliileten létrejovo mintdzat a relativ vastagsagtol fiigg. Knoche és Kierfeld [15]
harom kiilonb6z6 horpadas-fajtat kiilonboztet meg egy gdmbhéj terhelése soran: az tigynevezett elsédleges hor-
padast (ehhez tartozik az also kritikus teher), az ugynevezett klasszikus horpadast (ehhez tartozik a felso kritikus
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teher) és az ugynevezett masodlagos horpadast. Az elso két horpadés (elsddleges €s klasszikus) teherszintjei ko-
z0tt a héj lehet horpadt (ekkor a horpadas még csak kdrszimmetrikus Iehet) és horpadasmentes allapotban is. Az
utols6 horpadashoz (masodlagos) tartozo teherszint felett a héj mar biztosan horpadt allapotban van, és ez biztosan
nem-korszimmetrikus horpadasi alakot jelent. Mindezeket 6sszevetve kijelenthetd, hogy a gombhéjak horpadasa-
nak vizsgalata még mindig aktualis, hiszen sok alapvet6 kérdésre nincs valasz, illetve jelentdsen eltéré megallapi-
tasok lelhetok fel az irodalomban.

2. NYULASMENTES (IZOMETRIKUS) ALAKVALTOZASOK

Kutatasunk soran Pogorelov, a 20. szadzad hires ukran matematikusa altal hasznalt geometriai modszert vettiik
alapul. A kutat6 az 50-es évek derekan dolgozta ki modszerét, melynek soran a horpadasi alakot az eredeti héjfe-
lillet izometrikus transzformaltjaként hatarozza meg, és ennek segitségével allapitja meg a horpadasi terhet. Az
izometrikus transzformacio fogalmanak meghatarozasahoz fontosnak tartjuk a feliiletekkel kapcsolatos néhany
alapveto jelenség leirasat.

A feliiletek alakvaltozasa altalanos esetben nytjtasbol és hajlitasbol tevodik Ossze. A nyujtas a feliileten
mérhetd ivhosszak (pozitiv vagy negativ eldjelil) megvaltozasat jelenti. Azokat az alakvaltozasokat, amelyek a
felilleten mérhetd ivhosszakat nem valtoztatjak meg, izometrikus transzformacioénak vagy nytlasmentes alakval-
tozasnak nevezziik. A hajlitas a feliilet gorbiileteinek (pozitiv vagy negativ el6jelit) megvaltozasat jelenti. A hajli-
tas bekovetkezhet nytlasmentes alakvaltozasok esetén is: ez annak a kovetkezménye, hogy a felilleten mérhetd
ivhosszak a feliilet un. belsé geometriai jellemzoivel kifejezhetdk [13].

Altalanos esetben az alakvaltozasok mindkét fajtaja (azaz nyujtas és hajlitas) egyidejiileg 1étrejon egy felii-
let deformalasakor, de valdjaban a héjak esetén sokszor csak hajlitast lathatunk a feliilet jelentds részén. Ennek
magyarazata a vékony szerkezetek mechanikajaban keresendd: a nyujtassal szembeni merevség (K;) €s a hajlitas-
sal szembeni merevség (Kp) eltérden fiigg a héj vastagsagatol:

Et

K=t ()

Et’
K, = . 2
" 12(1-v?) @

A fenti képletekben £ a Young-modulus, ¢ a héj vastagsaga, v a Poisson-tényezd. Lathato, hogy ¢t — 0 ese-
tén Ky, / Ks — 0, tehat a héj vastagsaganak csokkenése esetén a nyujtassal szembeni merevség elétérbe helyezodik
a hajlitassal szembeni merevséghez képest. Ez azt okozza, hogy egy vékony héjban nytlasok nem koévetkeznek
be, mert ez tal sok energiat emésztene fel [27], igy tehat az alakvaltozasok nytlasmentesek maradnak.

A nyulasmentes alakvaltozasokkal kapcsolatosan az irodalomban sok érdekes és 1ényeges megallapitas ol-
vashatd. A héjak horpadasa szempontjabol talan a legfontosabb az ugynevezett geometriai merevséggel kapcsola-
tos, mely szerint az infinitezimalisan vékony feliiletek két csoportra oszthatok: geometriailag merev és nem merev
feliiletekre. Egy feliilet geometriailag merev, ha nem létezik olyan (folytonos) alakvaltozas-rendszer, amely a
feliileten 1étre tud jonni a kiindulasi geometriabol. Példaul ilyen a zart teljes gombfeliilet. Ennek alakja csak ugy
tud megvaltozni, ha a feliiletet egy sikkal metssziik, és a lemetszett részt ,,tiikrdzziik” erre a sikra. Ekkor 1étrejon
egy olyan alak, amely bar nyulasmentes, de nem érhet6 el kdzvetleniil a kiindulasi alakbol, hanem csak a feliilet
egy részének nyulassal jar alakvaltozasan keresztiil. Nyilvanvalo, hogy azok a feliiletek, amelyek nem tartoznak
a geometriailag merev feliiletek csoportjaba, geometriailag nem merevek. Példaul ilyen egy sik lap. Ennek sza-
mos, a nyulasmentes alakvaltozasok kdrébe tartozo allapota hozhaté 1étre folytonosan.

A valosagban a héjak véges vastagsaggal rendelkeznek (tehat nem infinitezimalisan vékonyak), ezért az
alakvaltozasok nem mindig tudnak nyuldsmentesek maradni: tipikusan lokalisan nyulasmentes vagy kvazi-
nyulasmentes alakvaltozasokat lathatunk. A valdésagban csak a geometriailag nem merev feliiletek esetén tudnak
ténylegesen nytlasmentes (izometrikus) alakvaltozasok létrejonni. A geometriailag merev valodi feliiletek, példa-
ul a zart teljes gombfeliilet, sokszor csak lokalisan nytlasmentes (lokalisan izometrikus) alakvaltozasokat mutat-
nak. Ez azt jelenti, hogy a feliilet csaknem teljes egésze nyulasmentes allapotban marad, kivéve a feliilet viszony-
lag kis részét, ahol viszonylag nagy nyulasok jonnek létre [14] [25]. Gombfeliilet esetén ez annak az allapotnak
felel meg, amikor a feliilet egy része kilapul, de még nem ,,pattan at” a gdémb kdzéppontja felé (egy pingponglab-
da segitségével konnyen vizsgalhatd ez az allapot, mely viszonylag kis benyomddashoz tartozik). Egyéb esetek-
ben sokszor a geometriailag merev valodi feliileteken egyidejlileg kdvetkezik be nyulas és hajlitas, azonban a
feliilet kiilonb6z6 részein kiilonboz6 a nagysagrendje ezeknek az alakvaltozasoknak. A feliilet nagy részén jellem-
z6en hajlitasi alakvaltozasokat lathatunk, nyulasok nélkiil, de van néhany él vagy csucs, amelyekben a nyulasok
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dominalnak (2. abra). Ezt az allapotot kvazi-nyuldsmentesnek (kvazi-izometrikusnak) nevezzik (a kvazi-
nyulasmentes alakvaltozasok henger- és hiperboloid-héjaknal is eléfordulnak [5]). Az ehhez az allapothoz tartozo
alak gdmbhéj esetén lehet korszimmetrikus vagy diszkrét forgasszimmetrikus is.

OOOE&

2. abra
Geometriailag merev valodi feliilet (zart teljes gombfeliilet) lehetséges alakvaltozdsai

A fentiek szerint tehat egy héjnak tobbféle kvazi-nytlasmentes alakvaltozasi allapota is 1étrejohet. A kisér-
letek soran [34] azt tapasztalhatjuk, hogy a korszimmetrikus horpadasi alakbol alakul ki a benyomodasok néveke-
dése soran a diszkrét forgasszimmetrikus horpadasi alak. Felmeriil a kérdés, hogy ezek kozott az allapotok kozott
van-e kozvetlen atjaras a kvazi-nyulasmentes alakvaltozasok korén beliil. Ha infinitezimalisan vékony héjakat
tekintiink, akkor a kérdés megfogalmazhato6 tigy, hogy képes-e egy teljes gombfeliiletbdl egy sik mentén térténd
elmetszéssel képzett, a korszimmetrikus horpadasi alaknak megfeleléen egymasba illesztett két gombsiiveg-
feliilet nytlasmentes alakvaltozasokra olyan modon, hogy az egymashoz csatlakozo peremiik mentén nem alakul
ki elmozdulas-kiilonbség kozottiik (3. abra). A kérdés Niordson héjelméleti konyve alapjan [20] viszonylag egy-
szertien megvalaszolhato.

3. 4bra
Egymasba illesztett két gombsiiveg-héj metszete

Egy gombsiiveg-héj peremének a feliilet nytilasmentes alakvaltozasaihoz tartozé elmozdulasai a kovetke-
z6képpen fejezhetok ki:

w =(Am (m+cos¢9)tan”’%6)cosm¢, 3)
1 .
u =[—Am tan’”zﬁjsmﬁcosm¢, 4)
w1 . .
v=[—Am tan Eﬁjsmesmnwi, 5)

ahol w’, u és v jelentik (a konyv szerinti jeloléseket alkalmazva) a normal- és az érintSirany( elmozdulasokat, A
tetszéleges konstans (felfoghat6 gy is, mint az elmozduldsok amplitudoja), @ jelenti a gombsiiveg meridian-
iranyhoz tartozé szogét, ¢ a gylirliiranyhoz tartozo szoget, m pedig az alakvaltozas gyiriiiranyban kialakuld hul-
lamszamahoz tartozo, 1-nél nagyobb egész szam. Ha azt szeretnénk, hogy a két egymashoz csatlakoztatott gomb-
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stiveg-h¢j peremének elmozdulasai kozott ne legyen kiilonbség, akkor a kovetkez6 egyenloségeknek kell fennall-
niuk:

4,, (m +cosb, )tan’” %91 =4,, (m +cosé, )tan'" %92

, (6)

- Am,l m,2

1, . 1, .
tan” 591 sing, =—-4, , tan” 592 sind, , (7
ahol Am,; és Amp, illetve ) és 0, a két gombsiiveg-héjhoz tartozd értékeket jelentik. A (7) egyenldség felirasakor
kihasznaltuk azt, hogy az u és v elmozduldsok (4) és (5) kifejezése csak egy ¢-t6l fliggd tényezdben tér el egymas-
tol, igy az ezekben az iranyokban értelmezett elmozdulasok kiilonbségének zérus voltat a (7) egyenldség fennalla-
sa egymagaban biztositja. A (6) és (7) egyenlOség felirhato a kovetkezd, Am1-re és Amo-re rendezett egyenletrend-

szer formajaban is:
w wly |4
(m +cos 6, )tan EHI —(m+cos, )tan 56?2 ml

—tan” 1 6,sin 6, tan” 1 0,sin 0, A
2 2 m2
; (8)

mely annak kihasznalasaval, hogy a gombsiivegek ugyanazon gémbbdl valo elmetszéssel képzddtek (azaz 6, + 6,
= 1) a kovetkezoképpen is felirhato:

(m+cos6), )tan” %6’1 —(m+cos@, )cot” %9] A

—tan” 191 sind, cot” 191 sind, A
2 2 2
: ©)

Ez az egyenletrendszer akkor ad a trivialistol eltéré megoldast, ha az egyiitthatomatrix determinansa zérus.
E determinans konnyen meghatarozhato, melyet 0-val egyenlové téve a kovetkezd, m-tdl fiiggetlen kifejezés ado-
dik:

0 =—, (10)

ahol k pozitiv egész szam. Ez az eredmény azt jelenti, hogy a korszimmetrikus horpadasi alaknak megfelelden
egymasba illesztett, ugyanazon gdmbbdl vald elmetszéssel képzett két gdmbsiiveg-héj (a fizikailag lehetséges
eseteket szamitasba véve) kizardlag abban az esetben képes a peremek kozotti elmozdulasmentességet megdrzo
nyulasmentes alakvaltozasra, ha a hozzajuk tartoz6 meridian-iranyhoz tartozé szog #/2 (azaz két f€lgdmbrol van
sz0). Tehat altalaban nem alakulhat ki az a nyulasmentes alakvaltozas, amelynek sordn a peremek egymashoz
viszonyitva elmozdulasmentesek maradnak. Ez olyan eredmény, amelyet a mérnoki intuicié alatdmaszt, de a mér-
ndki héjelméleti kutatasok soran tudomasunk szerint még nem vizsgaltak.

A fentieknek megfelel6en megallapithato, hogy a korszimmetrikus és a diszkrét forgasszimmetrikus horpa-
dasi alak altalaban nem vihetd egymasba nyulasmentes alakvaltozasokon keresztiil. Tehat a kisérletekben lathato
diszkrét forgasszimmetrikus (poligonalis) horpadasi alakok vizsgalati modellekben torténd figyelembevételére
sziikség van, mert csak valamilyen teherszint-valtozas tudja el6idézni azt a nyulassal jaré alakvaltozast, ami ezek-
nek az alakoknak a 1étrejottéhez sziikséges. Masképp megfogalmazva: a diszkrét forgasszimmetrikus horpadasi
alakhoz tartoz6 teher-elmozdulas 0sszefliggés sziikségszeriien eltér a korszimmetrikus horpadasi alakhoz tartozo
Osszefiiggéstol.

3. ALKALMAZOTT FELTETELEZESEK, MODSZEREK

A héjak horpadasa esetén nagy elmozdulasokrdl és nagy alakvaltozasokrdl beszélhetiink, legalabbis a felii-
let bizonyos részein. Ha olyan modon gondolkodunk, hogy nem kozvetleniil az elmozdulasokat és a beldliik (de-
rivalassal) szarmaztatott alakvaltozasokat hasznaljuk fel egyenleteinkben, akkor az elmozdulasok és az alakvalto-
zasok nagysaga nem okoz kiilondsebb szamitasi nehézségeket. Ezt teszi lehetové az energiamodszer. Az energia-
modszer alapja a szerkezet teljes potencialis energidjara vonatkozé stacionaritasi (allandéértékiiségi) tétel:
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ow

ou,

0, (11)

ahol W a teljes potencidlis energia funkcionaljat, u; pedig a lehetséges elmozdulas-valtozokat jeloli. A szerkezet
akkor van egyensulyban, ha a teljes potencialis energia funkcionalja sz&lséértéket vesz fel, tehat a lehetséges el-

.....

ciok zérusnal nagyobbak, tehat a sz€éls6érték lokalis minimumot jelent:
o'W
ou’

i

>0. (12)

Megjegyzendd, hogy a (12) kifejezésben szerepld egyenlétlenség teljesiilése csak sziikséges, de nem elégséges
feltétele a minimum létezésének: a masodik variaciokbol képzett ugynevezett Hesse-matrix determinansa is na-
gyobb kell, hogy legyen zérusnal. A gdmbhéjak poligonalis horpadasi alakjanak vizsgalata soran numerikus mod-
szert hasznalunk a sz&ls6érték-keresésre, igy a Hesse-matrix vizsgalata elmarad.

las soran a terhek altal végzett munkabol szamithato ki. Pogorelov jeldléseit hasznalva [25] a kifejezés a kovetke-
z0:

WoU-4, (13)

ahol U az alakvaltozasi energia, A4 a terhek altal végzett munka. Ezek meghatarozasahoz nyilvanvaldan sziikség
van bizonyos elmozdulasok ¢s alakvaltozasok ismeretére, de ezeket elegendd csak az adott egyensulyi allapotra
vonatkozdan ismerni, nem kell az ehhez vezetd ,,utat” leirni. Az energiamédszer tovabbi elénye még, hogy ha az
alakvaltozott alak t6bb elmozdulds-paraméterrel jellemezhetd, akkor is egyszeriien kezelheté marad.

A vizsgalatok soran teljes gombbel foglalkozunk, az imperfekcidkat (kezdeti pontatlansagokat) figyelmen
kiviil hagyjuk, vékony héjat vizsgalunk (a gdmb vastagsaganak és sugaranak hanyadosa kicsi), linearisan rugal-
mas, homogén, izotrop anyagot feltételeziink. A héj terhelése koncentralt teher, mely tiikkérszimmetriaval rendel-
kezik (azaz a teljes gomb mindkét felén miikddik, egymassal ellentétes iranyban), a horpadas soran létrejovo
elmozdulasrendszert elforgatasi szimmetriaval rendelkezonek feltételezziik. Ez az elforgatasi szimmetria lehet
folytonos, vagy diszkrét forgasszimmetria (és ezzel egyidejiileg tiikorszimmetria). El6bbi eset jelenti a kor alakd
horpadasi élt, utdbbi pedig a poligonalisat, amely jelen cikkben sikbeli szabalyos sokszdg.

4. MODELL LEIRASA

A gombhéj horpadasi alakjat sok kutatd korszimmetrikusnak feltételezte a vizsgalatai soran [7] [16] [25] [30]
[35]. Ez a koérszimmetrikus horpadasi alak az eredeti héjfeliilet kvazi-izometrikus transzformaltjanak tekinthetd,
mert a kor alaku horpadasi élen kiviil es6 részen nincs alakvaltozas, az élen beliili részen pedig csak hajlitasi alak-
valtozas alakul ki (az eredeti gorbiiletek ellentettjei alakulnak ki ezen a feliiletrészen). Nyuldsok csak a horpadasi
¢l kornyezetében jelentkeznek, de ez a héj feliiletének csak nagyon kis részére korlatozodik. A kdrszimmetrikus
horpadasi alakhoz tartozo vizsgalatok eredményeit [33] [34] tartalmazza.

Kisérletekben tapasztalhatd tény, hogy a gdmbhéjak horpadt alakjat altalaban nem kor alakt ¢l jellemzi,
hanem valamilyen sokszoghoz hasonld. A kisérletek azt mutatjak, hogy kis benyomodasok esetén kor alaka hor-
padasi €l alakul ki, majd a benyomoddasok novekedése soran ebbdl keletkezik a sokszoghoz hasonl6 alak. A 2.
fejezetben leirtak alapjan belathatd, hogy ezeknek a horpadasi alakoknak a figyelembevétele indokolt. Kutatasunk
soran a Pogorelov-féle, kizarolag korszimmetrikus horpadasi alakok vizsgalatara alkalmas modellt tovabbfejlesz-
tettiik, kiterjesztettiik az alkalmazhatosagat diszkrét forgasszimmetrikus horpadasi alakokra is. A modellt
Pogorelov [23] [25], Audoly, Ben Amar és Pomeau [1] [2], tovabba Lobkovsky [17], Pauchard és Rica [21], illet-
ve Calladine és szerzotarsai [35] alapjan dolgoztuk ki [34]. A sokszoghoz hasonlé alakti horpadasi éllel kapcsola-
tosan az irodalomban az a két leggyakoribb feltételezés, hogy sikbeli és szabalyos. A cikkben mi is ezeket a felté-
telezéseket hasznaljuk. Az els6 feltételezés, mely arra vonatkozik, hogy a horpadasi €l sikbeli, horpadt héjakat
vizsgalva szemmel lathatéan nagyon kozel all a valésaghoz. A masodik feltételezés, mely arra vonatkozik, hogy a
horpadasi ¢l szabalyos sokszog, az esetek nagy részében szintén magatdl értetddonek tiinik, azonban az esetek kis
részében a héj nem szabalyos sokszognek megfeleld horpadasi alakot vesz fel. Ezen eseteket a cikkben nem vizs-
galom, a téma tovabbi kutatast igényel.

A sokszog csticsai kis mértékben mindig lekerekitettek. Ezeket a lekerekitéseket sokszor figyelmen kiviil
hagyjuk, képzeletiinkben konnyen meghosszabbitjuk az éleket, hogy metszéspontot kapjunk. Ez az irodalomban
fellelheté modellekben is igy szerepel, tehat a kutatok figyelmen kiviil hagyjak azt, hogy a valésagban nem jelen-
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nek meg a sokszdg csucsai. Véleménylink szerint azonban ezt valamilyen médon figyelembe kell venni. A kovet-
kez6kben bemutatott modellben a sokszdgek nem csticsosan jelennek meg, hanem valamilyen lekerekitett alakza-
tot lathatunk.

A horpadasi élen beliili részen elhelyezkedik egy ugynevezett belso kor, mely altal koriilhatarolt feliiletrész
az eredeti gombfeliilet inverzidjaval, tiikrozésével nyerhet6 (igy az eredeti gombfeliilet egy részének izometrikus
transzformaltja). Ennek a bels6 kornek az atmérdje kisebb vagy egyenld, mint a horpadasi ¢l sokszogébe irhato
kor atmérdje. A belso kor és a horpadasi sokszog kozotti feliiletrészeken kvazi-izometrikus alakvaltozas tapasztal-
hatd, mely lehet6vé teszi, hogy a két €1 kdzotti részen kozelitéleg nyulasmentes maradhasson a feliilet. A horpada-
si sokszogon kiviil is talalhatd egy kvazi-izometrikus alakvaltozasokkal jellemezhetd rész, mely lehet6vé teszi,
hogy a sokszdg alakt €l és a horpadés soran alakvaltozasokat nem szenvedo feliiletrészek kozotti részen is kozeli-
téleg nyulasmentes maradhasson a feliilet.

Az alak paraméterei: /1 a héj tetGpontja és a horpadasi alakzat sikja kozotti tavolsag, n a (szabalyos) sokszog
oldalainak szama, b; a horpadasi €len beliili rész lekerekitettségét kifejezé szam, b, a horpadasi €l lekerekitettségét
kifejezo szam. A modell szerinti horpadt héj feliilnézetét €s metszetét a 4. abran lathatjuk. Az abran latszik, hogy a
teljes benyomodas — a horpadt részek alakjabol kdvetkezéen — nem feltétleniil egyenld 24-val, hanem A + j + i
adja meg. Megjegyzendd, hogy specialis esetként ebben a modellben is eldallhat a korszimmetrikus alak, ekkor a
teljes benyomodas nagysaga éppen 24-val egyenlo (j + i = h), illetve by = b, = 1. A teljes benyomodas meghataro-
zasahoz sziikséges j és i értéket az alak paramétereibdl szarmaztatjuk: j a horpadasi alakzat sikja és az ezen beliil
elhelyezkedd belsé kor sikja kozotti tavolsag, i pedig az emlitett belsé koron beliili (inverz) gombsiivegrész ma-
gassaga. Ha b = 0, akkor a horpadasi alakzat a horpadasi élen beliili részen teljesen csucsos (egy cstcsban futnak
0Ossze a horpadt részek), ha b, = 1, akkor teljesen lekerekitett (az eredeti gdombi geometriaval rendelkezik). Ha b, =
0, akkor maga a horpadasi él teljesen csucsos (azaz sokszog alaku), ha b, = 1, akkor lekerekitett (azaz kor alaku).
A modell igy lehetové teszi a korszimmetrikus €s a diszkrét forgasszimmetrikus alakok k6zotti folytonos atmenet
kovetését, hiszen a by és b, paraméterek a [0;1] zart intervallum barmely értékét felvehetik. Az altalunk az iroda-
lomban fellelt modellekben ritka az ilyen atmenet lehetové tétele [24], szinte minden publikaci6 a kdrszimmetri-
kus alaktol teljesen kiilonallo esetekként kezeli a diszkrét forgasszimmetrikus alakokat, ezeket a héj csak hirtelen
»ugrassal”, folytonos atmenet nélkiil tudja elérni. A kisérletek soran sokszor azt lathatjuk, hogy a terhelés soran a
korszimmetrikus horpadasi alakbol lassan, jol megfigyelhetd ,,fejlodéssel”, fokozatosan alakul ki a diszkrét for-
gasszimmetrikus (sokszog alaprajza) horpadasi alak, igy ennek Iehet6vé tétele nyilvanvaléan a modellt pontositja.

4. dbra
Diszkrét forgasszimmetrikus horpaddsi alak feliilnézete, metszete
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A modellben szerepl6 héj horpadésa soran 1étrejovo egyensulyi helyzeteket energiamodszerrel keressiik. A
modszer alkalmazasakor a horpadt héjban keletkez6 alakvaltozasi energia meghatarozasara is sziikség van, ehhez
a horpadt héjfeliiletet a 4. abran is lathato, élek altal hatarolt részekre lehet osztani. A modellben Gsszesen 8 kii-
16nb6z6 tipust rész alakvaltozasi energidjat vessziik figyelembe, ez az egyes feliiletrészek nytlasi €s hajlitasi

crer

crer

A feliiletrészeken keletkezo nytlasi és hajlitasi alakvaltozasi energiat a kovetkezo altalanos kifejezés segit-
ségével hataroztam meg:

Et Ef’

U= !m(gf +&,” +2vee, )dS + !m(l(lz + K, +2VK K, )dS "
ahol U az adott feliiletrész alakvaltozasi energiaja, £ a Young-modulus, ¢ a héj vastagsaga, v a Poisson-tényezo, &
és & a fonyulasok, x; és x, a fo-gorbiiletvaltozasok, és a kifejezés mindkét tagjat az adott feliiletrész S felszinén
integraltuk. A nem horpadt feliiletrészeken is figyelembe vettiik a nyulasi alakvaltozasi energiat (membran-
alakvaltozasi energia).

A feliiletrészeket hatarolo, azokat dsszekapcsold élek mentén a Pogorelov konyvében [25] olvashato, a kor-
szimmetrikus esetnél is elokeriil6 kifejezést hasznaltuk Calladine és szerzdtarsai [35] altal modositott formaban:

2
s o'l
U =cEt RS

(15)

ahol U az adott ¢l alakvaltozasi energidja, ¢ = 0,19 dimenzié nélkiili konstans [25], a az adott ¢l két oldalahoz
csatlakozo feliiletrészek (€lnél felvett) érintdsikjai altal bezart szog, / az él hossza, R a gdbmb sugara.

A horpadt héjon megjelend élek csatlakozasi pontjai csicsokat alkotnak, ahol tovabbi alakvaltozasi ener-
giarészeket kell figyelembe venni. Az eredetileg gdbmbi geometriaval rendelkezo feliiletek gytirddésekor keletkezo
csucsokat — melyek nem johetnének létre izometrikus alakvaltozas soran, tehat nytlasi energia is keletkezik ben-
niik a hajlitasi alakvaltozasi energia mellett — ugynevezett s-kiipokkal kozelitjiikk (az eredetileg sik feliiletek gyti-
rédésekor keletkezd csucsok esetén a d-kup elnevezés hasznalatos) [1] [2]. A keletkezd alakvaltozasi energiat
kozelito kifejezés segitségével hataroztuk meg.

A nyulasi alakvaltozasi energiarészek a feliiletrészek esetében nem jelentdsek, az élek €s csticsok mentén
azonban meghatarozd szerepiik van, akarcsak Pogorelov modelljében [25]. A teher altal végzett munka a kor-
szimmetrikus esethez hasonl6an szamithatok.

A szamitasokat MATLAB 7.11.0 program segitségével végeztiik, az egyenstlyi helyzetek keresése a beépi-
tett tobbvaltozos minimumkeresési algoritmussal (fiminsearchbnd) tortént. Egy-egy szamitaskor rogzitettiik a sok-
szOg oldalainak (vagy csucsainak) szamat (n), hiszen ez csak az egész szamok korében értelmezhetd. A horpadasi
alakot megado6 tobbi valtozot (h, b1, by), illetve a teherintenzitast (f) a fizikailag lehetséges illetve vizsgalni érde-
mes tartomanyokban vettiik fel.

A kisérletekkel valo konnyl ellendrizhetdség miatt a modellt elsdsorban kétféle gombhéj vizsgalatara
hasznaltuk. A vizsgalatokban a pingponglabda (anyaga: celluloid, Young-modulusa: £ = 2400 N/mm? Poisson-
tényezoje: v = 0,3, vastagsaga: ¢ = 0,37 mm, sugara: R = 19,5 mm) és egy nagyobb atmérdji milanyag héj, a Lé-
nart Istvan matematikus altal rendelkezéslinkre bocsatott ugynevezett Lénart-gomb (anyaga: polietilén, Young-
modulusa: £ = 2550 N/mm?, Poisson-tényezéije: v = 0,3, vastagsiga: ¢ = 0,42 mm, sugara: R = 102 mm) szerepelt.
A geometriai méreteket tobb pingponglabda és Lénart-gdmb mérésének atlagaként vettiik fel. Az anyagallandokat
(E, v) nem sajat mérésekkel hataroztuk meg, hanem az irodalomban [3] [28] talalhat6 atlagos értékek szerint vet-
tilk fel. A kétféle héj sugar-vastagsag (R/f) aranya kozel egy nagysagrenddel eltér egymastol: a pingponglabdéhoz
52,70, a Lénart-gombhoz 242,86 tartozik.

5. EREDMENYEK

A pingponglabdara vonatkoz6 teher-elmozdulas diagram az 5. abran, a lekerekitettség-elmozdulas diagram
a 6. abran lathatd. A Lénart-gomb teher-elmozdulas diagramja a 7. abran, a lekerekitettség-elmozdulas diagram a
8. abran lathato.

A teher-elmozdulés diagramokon (5. és 7. abrak) jol lathato, hogy kisebb elmozdulés (benyomodas) esetén
a modell és a Pogorelov-féle, csak korszimmetrikus horpadasi alak figyelembevételére képes modell egyezik (az
altalunk hasznalt modell visszaadja a Pogorelov-féle eredményeket). Nagyobb elmozdulas esetén azonban tapasz-
talhat6é némi eltérés: a diszkrét forgasszimmetrikus horpadasi alakokhoz tartozo agak jol 1athatoan lejjebb helyez-
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kednek el a diagramon, mint a kdrszimmetrikushoz tartozd, ez magyarazza azt is, hogy a héjnak miért ,,éri meg”
ezeket az agakat valasztani.

A lekerekitettség-elmozdulas diagramokon (6. €s 8. abrak) az latszik, hogy a diszkrét forgasszimmetrikus
horpadasi alakokhoz tartozé agak bizonyos benyomodasi értékeknél hogyan 4gaznak le a korszimmetrikushoz
tartozo agrol. Maga a ledgazas egy tisztan lathatoé elmozdulas-értéknél torténik — ilyen méodon igazolhatok az iro-
dalomban olvashato feltételezések arra vonatkozdan, hogy a diszkrét forgasszimmetrikus alakok megjelenéséhez
mindig kothetd egy bizonyos elmozdulas-érték —, azonban a leagazast csak késobb (az elmozdulas tovabbi nove-
kedésekor) koveti a sokszog teljes kifejlddése. Igy tehat a sokszog megjelenéséhez tartozd elmozdulas értékének
meghatarozasa inkabb elméleti jelentdségii, a valosagban ilyenkor még nem latszik semmi kortdl valo eltérés a
horpadt alakon. Mindenesetre ujdonsag, hogy a kor és a sokszog kozotti atmenetet ilyen moédon mutatja egy vi-
szonylag egyszerli modell, mert szinte minden publikacid a korszimmetrikus alaktol teljesen kiilonallo esetekként
kezeli a diszkrét forgasszimmetrikus alakokat [8] [31] [32]. Még Pogorelov korabbi miivében [24] is, ahol a
diszkrét forgasszimmetrikus alaknak van olyan paramétere, amely lehetévé teszi az alakzat lekerekitettségének
valtozasat, a héj csak hirtelen ,,ugrassal”, folytonos atmenet nélkiil Iép at a poligonalis alakra.

A diagramokon megfigyelhetd, hogy tobbféle diszkrét forgasszimmetrikus alakhoz tartozo ag létezik. Kér-
désként meriil fel, hogy a héj ezek koziil melyiket valasztja. A pingponglabda esetén csak (szabalyos) harom- és
négyszoghoz tartozd egyensulyi utakat latunk a korszimmetrikus alakot leszamitva. Méas sokszdghdz tartozd ag
nem fordul elé. A hadrom- és négyszdghoz tartoz6 ag egymashoz nagyon kozel helyezkedik el a teher-elmozdulas
diagramon (5. abra), de viszonylag messze helyezkednek el egymastol a lekerekitettség-elmozdulas diagramon (6.
abra). Ez arra utal, hogy a héj horpadas soran vagy csak az egyik, vagy csak a masik sokszoghoz tartozé alakot
veszi fel, a kettd kozott (ebben a modellben) nincs kdzvetlen atjaras. A Lénart-gomb esetén csak (szabalyos) 6t- és
hatszoghoz tartozo egyensulyi utakat latunk a kdrszimmetrikus alakot leszamitva. Mas sokszdghdz tartozo ag nem
fordul el6. Az 6t- és hatszoghoz tartozo ag egymashoz nagyon kozel helyezkedik el a teher-elmozdulas diagramon
(7. abra) és a lekerekitettség-elmozdulas diagramon (8. abra) is. Ez arra utal, hogy a héj horpadas soran koénnyen
valthat a két kiilonb6z6 sokszoghoz tartozo alak kozott. A két kiilonbozé konfiguracidot megjelenitd ag kozott
(ebben a modellben) elvileg nincs kozvetlen atjaras. Gyakorlatilag azonban a modellben alkalmazott kozelitések
pontatlansaga miatt a két agat egybeesonek feltételezhetjiik. A pingponglabdara és a Lénart-gombre kapott ered-
ményeket a kisérletek és végeselemes vizsgalatok is igazoljak [34].
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5. ébra
Pingponglabda teher-elmozdulas diagramja

0.5+

6. dbra
Pingponglabda lekerekitettség-elmozdulds diagramja
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Vaziri és szerzotarsa [31] [32] szerint a haromszogtdl kezdve a szabalyos sokszogek teljes sora megjelenik
a horpadas soran minden gdmbhéj esetén. Ezt az altalunk elvégzett vizsgalatok nem igazoljak: a lehetséges sok-
szogek koziil nem mindegyik jelenik meg egy adott héj esetén. Az emlitett kutatok szerint a nagyobb R/t arannyal
rendelkezd héjak esetén az egyes sokszogek megjelenéséhez (tehat a korbol vagy az alacsonyabb oldalszamu
sokszogbdl torténd atalakulashoz) kotddo benyomaddasi értékek kisebbek, mint a kisebb R/f arannyal rendelkez6
héjak esetén. Tehat a nagyobb sugdr-vastagsag aranyl héjak esetén az értelmezési tartomany nagyobb részén
latunk nagyobb oldalszamu sokszogeket, mint a kisebb sugar-vastagsag aranyu héjak esetén. Ezt igazoljak az
altalunk a pingponglabdara és a Lénart-gdmbre kapott eredmények.

Az5., 6., 7. és 8. abrakon a lehetséges legnagyobb benyomodasokat is jeldltiik. Ez ahhoz az allapothoz tar-
tozik, amelynél a horpadasi ¢l kor alakt (b, = 1), » = R sugarti, de az ezen beliil talalhat6 rész csucsos (b = 0).
Ebben az esetben a héj onmagat atmetszi, tehat a meghatarozasa elméleti jelentdségt, kisérletek soran nem johet
létre. A lehetséges legnagyobb benyomddas:

2
(h+i+j)max=R[1+1/%—1J;2,21R, (16)

melynek értéke pingponglabda esetén 43,12 mm, Lénart-gdmb esetén 225,26 mm. A héj ezt az allapotot azért sem
érheti el, mert végteleniil nagy koncentralt er6 esetén johet létre. Az 5., 6., 7. és 8. dbrakon a Pogorelov-féle kor-
szimmetrikus modell szerint lehetséges legnagyobb benyomodasokat is jeloltiik.
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8. dbra
Lénart-gomb lekerekitettség-elmozdulas diagramja
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6. KOVETKEZTETESEK

A cikkben bemutatott analitikus modell a koncentralt teherrel terhelt gombhéjak viselkedésének leirasa-
ra alkalmas. A modellben lehetdség nyilik a korszimmetrikus €s a diszkrét forgasszimmetrikus horpadasi ala-
kok egyiittes, azaz egy modellen beliili figyelembevételére ugy, hogy ezek kdzott a horpadasi alakok kdzott
folytonos atmenet is l1étrejohet. Az eddig megjelent publikaciokban ilyennel nem lehet talalkozni, a korszim-
metrikus €s a diszkrét forgasszimmetrikus horpadasi alakok kozotti atmenet ugrasszertien, hirtelen kovetkezik
be. Ennek tobbek kozott a kisérleti eredmények is ellentmondanak, hiszen sokszor azt lathatjuk, hogy a terhe-
1és soran a kdrszimmetrikus horpadasi alakbol lassan, jol megfigyelhet? ,.fejlddéssel”, fokozatosan alakul ki a
diszkrét forgasszimmetrikus (sokszog alaprajz) horpadasi alak. Bemutattuk, hogy a modell segitségével a
korszimmetrikus €s a diszkrét forgasszimmetrikus horpadasi alakok kozotti folytonos atmenet eredményesen
vizsgalhato.

A modell hasznalataval kapott teher-elmozdulas dsszefiiggések a korszimmetrikus és az egyes sokszo-
gekhez tartozo, diszkrét forgadsszimmetrikus horpadasi alakok esetén eltérnek. Ennek az eltérésnek a sziikség-
szerliségét tamasztja ald az a levezetés, melynek eredményéiil adodott, hogy a korszimmetrikus és a diszkrét
forgasszimmetrikus alak nem vihet6 at egymasba nyulasmentes alakvaltozasok segitségével. Ezért van sziik-
ség a poligonalis horpadasi alak figyelembevételére a gombhéjak horpadasanak vizsgalata soran. Bemutattuk,
hogy a modell segitségével a kdrszimmetrikus €s a diszkrét forgadsszimmetrikus horpadasi alakokhoz tartozdan
pontosabb teher-elmozdulas 6sszefiiggés adhatdé meg, mint amelyek a korabbi publikaciok tantisaga szerint
eddig analitikus uton nyerhetdk voltak.

A modell hasznalatdval eredményiil adodott, hogy kisebb sugar-vastagsag aranyu héjak esetén (ilyen
példaul a pingponglabda) alacsonyabb oldalszdmu sokszogek johetnek létre (hdrom- és négyszdg), nagyobb
sugar-vastagsag aranyu héjak esetén (ilyen példaul az altalam vizsgalt ugynevezett Lénart-gomb) pedig maga-
sabb oldalszam sokszogek (6t- és hatszog). igy arra a kérdésre, hogy milyen lehet egy adott gombhéj horpa-
dasi alakja, és ehhez milyen teher-elmozdulas 6sszefiiggés tartozik, a bemutatott modell képes valaszt adni. A
bemutatott modell szerint egy héj esetén tobbféle horpadasi sokszog is 1étrejohet. Ebben a cikkben nem szere-
pelnek az elméleti eredményeket alatamaszto kisérleti és végeselemes vizsgalatok eredményei [34].
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